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_ ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 37. 


Über monomolekulare Elektrizitätsträger 
in Gasen und eine 
neue Meßmethode der Molekulardurchmesser; 
a von W. Altberg. 


(Aus dem Radiologischen Institut der Universität Heidelberg.) 


Die Entstehung der Elektrizitätsträger in Gasen besteht, 
wie zuerst von Hrn. P. Lenard an dem Falle der Leitfähig- 
Keitserzeugung durch Kathodenstrahlen*) gezeigt worden ist, 
in einer Abspaltung eines negativen Elementarquantums von 
dem Gasmolekiil und der nachherigen Aufnahme des ab- 
getrennten Quantums durch ein anderes Molekül. Man würde 
danach erwarten, daß die Wanderungsgeschwindigkeiten (Be- 
weglichkeiten) der so gebildeten Elektrizitätsträger molekularer 
Größe entsprechen; die bisher experimentell bestimmten 
Wanderungsgeschwindigkeiten sind zum Teil viel größer, meist 
@ber kleiner, als bei molekularer Größe der Träger zu er- 
warten wäre. 

Der erstere Fall (sehr große Beweglichkeit) fand sich — 
bei Gasen von Atmosphirendruck — zuerst in Flammen, 
woraus Hr. P. Lenard den Schluß zog, daß die negativen 
Träger hier zum Teil freie Elektronen seien?); später ist von 
Hrn. J. Franck*) gezeigt worden, daß auch in einigen Fällen 
kalter Gase, z. B. in sauerstofffreiem Stickstoff und in Argon, 
enorm große Beweglichkeiten der negativen Träger beobachtet 
werden können. 

Das gewöhnliche ist jedoch der zweite Fall, daß die beob- 
ächteten Beweglichkeiten geringer sind, als monomolekularen 
Trägern entspräche. Man kann sogar sagen, daß genau mono- 

1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 12, p.475. 100. 

2) P. Lenard, Ann. d. Phys. 9. p.649.1902. ss” 

3) J. Franck, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 12. p. 291 u. 618. 1910. 
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"molekulare Träger bisher mit Sicherheit überhaupt noch nicht 
_ konstatiert worden sind!); meist hat es den Anschein, daß die 
Träger durch Anlagerungen irgendwelcher Art vergrößert sind. 
Man vgl. hierzu die Untersuchungen der Herren P. Lenard 
und C. Ramsauer, in welchen die Bildung großer Träger 
auf Anlagerungen an ursprünglich monomolekulare Träger 
zurückzuführen ist?), ohne daß jedoch diese letzteren Träger 
für sich untersucht worden wären. 

’ Hr. A. Becker hat neuerdings den Fall der kleinsten 
Träger eingehend untersucht*), hat jedoch die Trägerbeweg- 
lichkeiten wieder wesentlich geringer gefunden, als sie für 
 monomolekulare Träger zu erwarten wären. Dabei stellt er 
eine geringe Beweglichkeitszunahme mit abnehmendem Alter 
der Träger fest. Die Zeit zwischen Erzeugung und Messung 
der Träger wurde zwischen 12 und 0,35 Sek. variiert, die 
Beweglichkeit wurde mit Hilfe des von ihm verfeinerten 
_ Zylinderkondensators gemessen.*) 
Ist diese Abhängigkeit der Beweglichkeit vom Alter der 
Träger auf Anlagerungen zurückzuführen, so muß aus den 
Versuchen von Hrn. A. Becker geschlossen werden, daß diese 
Anlagerung an die ursprünglich monomolekularen Träger in 
weniger als 0,35 Sek. verläuft. Man hätte also, um die mono- 
molekularen Träger nachzuweisen, die Zeit zwischen Bildung 
und Messung noch weiter zu verkürzen, was bei der von 
Hrn. A. Becker angewandten Methode des Zylinderkonden- 
sators nicht möglich ist. 

Zur Untersuchung der schnellsten Träger ist daher der 
Netzkondensator (elektrisches Feld || dem Gasstrom) mehr ge- 


1) Es ist zu bemerken, daß wir hier stets nur die von Herrn Lenard 
angegebene Formel für den Zusammenhang zwischen Wanderungs- 
geschwindigkeit und Trägergröße benutzen (P. Lenard, Ann. d. Phys. 
3. p. 298. 1900). Über die Beziehung dieser Formel zu den anderen 
sonst aufgestellten Formeln vgl. A. Becker, Ann. d. Phys. 36. p. 209. 1911. 

2) P. Lenard u. C.Ramsauer, Heidelb. Akad. 1910/11, besonders 
Teil III u. V p.49. Es ist dort gezeigt, daß ganz große Elektrizitäts- 
träger durch Anlagerung an Nebelkerne (feste Partikel), nicht durch 
Zusammenlagerung mit Gasmolekülen entstehen; kleinere vielleicht auch 
durch Zusammenlagerung einiger wenigen Gasmoleküle. 

3) A. Becker, Ann. d. Phys. 36. p. 209. 1911. 
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Monomolekulare Elektrizitätsträger in Gasen. 
eignet, da er, falls die Träger innerhalb des Meßraumes er- ar 
zeugt werden, die Beobachtung der Träger zu einer Zeit nach ; 
ihrer Erzeugung ermöglicht, welche noch kürzer ist als die 
obenerwähnte. 

Diese Methode wurde zuerst von Hrn. J. Zeleny zur 
Messung des Verhältnisses der Beweglichkeit von negativen 
und positiven Trägern angewandt!) und von Hrn. P. Lenard 
zur direkten Messung der Trägerbeweglichkeit benutzt. 2) 

Auf Veranlassung von Hrn. Prof. Lenard wurde im 
folgenden diese Methode des Netzkondensators zur Aufsuchung 
der schnellsten Träger angewendet und der Fall dieser Träger 
eingehend untersucht. ER 

Diese Methode besteht bekanntlich in der Auffindung der Be 
elektrischen Kraft, welche notwendig ist, um einen Träger 
gegen einen Gasstrom zu treiben, der sich mit einer be- 
kannten Geschwindigkeit parallel zu den Kraftlinien bewegt. 

Im Wesen dieser Methode selbst liegt der Vorteil, daB 
es möglich erscheint, bei einer bestimmten Spannung aus dr __ 
Menge der mit verschiedenen Geschwindigkeiten sich bewegenden 
Träger nur die schnellsten herauszugreifen, während die lang- 
sameren einfach durch den Gasstrom nach der entgegen- 
gesetzten Richtung weggeblasen werden. 

Deshalb ist diese Methode geeignet zur genauen Beweg- 
lichkeitsmessung der allerschnellsten Träger, und zwar sofort 
nach ihrer Erzeugung, wo sie aus einzelnen geladenen Molekülen 
bestehen und noch nicht zu Molekülgruppen sich zusammen- 
gelagert oder durch Nebelkerne sich beschwert haben. 

Als Vorzug der Netzkondensatormethode muß auch ver- 
zeichnet werden, daß die Rekombinationen hier keine merkliche 
Rolle spielen (s. w. unten) und der Einfluß der Diffusion, welcher 
bei kleinen Gasgeschwindigkeiten störend wirken kann, leicht 
durch entsprechende Vergrößerung der Gasgeschwindigkeit zu 
eliminieren ist (vgl. w. u.). 

Infolge dieser Eigentümlichkeiten der Methode war es 
möglich, in Gasen, welche Röntgenstrahlen ausgesetzt waren, 
neben den gewöhnlichen, Molekülkomplexe darstellenden Trägern 

1) J. Zeleny, Phil. Mag. (1) 46. p. 120. 1898. Reese 
2) P. Lenard, Ann. d. Phys. 3. p. 298. 1900. ; 
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W. Altberg. 


auch die Existenz schneller Träger nachzuweisen, deren Größe 
(aus ihrer Beweglichkeit nach der Lenardschen Formel!) 
berechnet) so nahe an die Dimensionen der Moleküle heran- 
kommt, daß man sie wohl mit Recht als monomolekulare an- 
sehen darf. 

Diese Feststellung der monomolekularen Träger in Gasen 
soll somit einen Beitrag liefern zur Kenntnis der Natur der 
Elektrizitätsträger überhaupt und auch zur Rechtfertigung der 
obenerwähnten Vorstellung über die Bildung der Träger in Gasen. 

Man kann aber alsdann auch weiter gehen und kann 
— wie es in der Überschrift dieser Arbeit angedeutet ist — 
die Beweglichkeitsmessung der schnellsten, aus einzelnen Mole- 
külen (oder Atomen) bestehenden Elektrizitätsträger zusammen 
mit der von Hrn. Lenard angegebenen Formel als einen Weg 
zur Ermittelung von Molekül- (bzw. Atom-)Durchmessern be- 
nutzen. Besonders in Hinsicht der positiven Träger gilt dies, 
<a da es bei diesen ausgeschlossen erscheint, daß sie mit freien 
Mer (nicht materiellen) Elementarquanten vermischt sein könnten. 

SARA Ein solcher neuer Weg zur Ermittelung von Molekül- 
durchmessern muß willkommen erscheinen, auch wenn es sich, 
wie es hier der Fall ist, nicht um normale elektrisch neutrale, 
sondern um elektrisch geladene Moleküle handelt. Denn der 
bereits bekannten Wege zum gleichen Ziele sind sehr wenige, 
wenn man von den älteren Methoden absieht, welche bloß die 
Größenordnung der Molekül- oder Atomdurchmesser angeben.?) 
Es kommen dann nur die drei weiter unten zu berücksichtigenden 
Wege in Betracht, nämlich: 1. aus der Dichte im festen 
(flüssigen) Aggregatszustande unter Benutzung des heute schon 
genügend exakt bekannten absoluten Molekulargewichtes; 2. aus 
der inneren Reibung mit Benutzung der heute ebenfalls genügend 
exakt bekannten Molekülzahl in der Volumeneinheit der Gase; 


3. aus der Absorption langsamer Kathodenstrahlen) 
1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 3. p. 313. 1900. he 


2) Diese früheren Wege, deren viele sind — zu einem sehr wichtigen 
Teil von Lord Kelvin angegeben — haben den großen historischen 
Wert, zuerst zur Erkenntnis geführt zu haben, daß die Vorstellung von 
Molekülen bzw. Atomen bestimmt angebbaren Durchmessers konsistent 
und also wohlberechtigt ist. 
8) P. Lenard, Ann. d. Phys. 12. p. 703. 1903. 
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Monomolekulare Elektrizitätsträger in Gasen. 
Netzkondensator. 


Der Netzkondensator (Fig. 1), welcher zur Beweglichkeits- 
messung schnellster Träger diente, bestand aus zwei parallel 
nebeneinander gestellten runden Platten 4 und B von 8,3 cm 
Durchmesser mit zentrisch durchbohrten Öffnungen, welche 
mit feinem Drahtnetz (0,08 mm Drahtdicke und 0,2 mm? Maschen- 
größe) ausgefüllt sind. Eine von diesen hat in der Mitte des 
Netzes einen kreisförmigen Ausschnitt von 10 mm Durchmesser, 
und die Öffnung ist ausgefüllt (nicht vollständig) mit einer 
runden Scheibe C von 8,5 mm Durchmesser aus dem gleichen 


Ronigenstrählen 
A Io 


— 


Scm. 


Fig. 1. 


Netz (Fig. 2). Diese Scheibe ist mit einem Quadrantenpaar 
des Elektrometers in Verbindung und dient zur Aufnahme 
der Träger, während das sie umgebende Netz mit der Platte 4 
einen Schutzring bildet, um das 
Feld homogen zu machen. Die 
andere Platte B ist auf drei 
isolierende Stützen gestellt und 
mit einem Pole — negativen, 
wenn die negativen Träger beob- 


achtet wurden — der Akkumu- * | I 
latorenbatterie, deren andererPol 
zur Erde abgeleitet ist, 
bunden. Die Platte 4 und die 

zylinderförmige Büchse H, welche den ganzen Netzkondensator 


umgab, waren auch zur Erde abgeleitet. Die Büchse konnte 
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man auseinanderschieben, um das Einstellen der Platten mi 
den Netzen auf verschiedene Abstände zu ermöglichen. Zum 
Durchblasen des Gases durch die Netze diente eine in die 
Büchse eingepaßte Röhre ? von 1,9 cm innerem Durchmesser. 
Die Netze und alle Teile des Kondensators, sowie die ihn 
umgebende Büchse H waren, um Kontaktpotentiale möglichst 
zu vermeiden, aus demselben Metall (Messing) hergestellt. Die 
Dichtung der Büchse und aller Rohrverbindungen geschah 
durch von außen umwickeltes Stanniol und Kautschukstreifen 
darüber.!) Die Träger wurden im Raume zwischen den beiden 
Netzen in einer etwa 0,5cm breiten Gasschicht erzeugt; dazu 
dienten zwei Aluminiumfenster F, F, (Fig. 1). 

Nach derselben Form war ein zweiter Kondensator, ebenfalls 
aus Messing, konstruiert; alle seine Dimensionen waren 2,5 mal 
so groß wie die des ersten und gestatteten deshalb, die Netze 
bis auf 9cm zu entfernen, ohne dabei die Gleichmäßigkeit 
des Feldes in der Mitte, wo sich das kleine Netz befand, zu 


beeinträchtigen. 


Versuchsanordnung. 


Die zu untersuchenden Gase wurden käuflichen Bomben 
entnommen, über ein Wasserventil geleitet (Fig. 3), dann mit 


Bleikasten 


Asbestfilter 


Chlorcalcium und wasserfreier Phosphorsäure getrocknet und 
passierten kurz vor Eintritt in den Netzkondensator ein Asbest- 
filter, um von Staub und etwaiger Ladung befreit zu werden.?) 


1) P. Lenard u. C. Ramsauer, Sitzungsber. d. Heidelb. Akad. 
81. Abh. p. 17. 1910. 
2) P. Lenard u. C. Ramsauer, Heidelb. Akad. 32. p. 28. 1910. 
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Monomolekulare Blektrizitätsträger in Gasen. 855 


q Zur Erzeugung der Träger diente eine weiche Röntgenröhre 
mit konzentrierter Wirkung, welche innerhalb eines Bleikastens 
mit einem 0,5 cm breiten Spalt aufgestellt war. Unmittelbar 
vor dem Aluminiumfenster des Kondensators war eine zweite 
Blende D mit gleichem Spalt. 

Zur Unterbrechung des Stromes im primären Kreise des 
Induktoriums diente ein Foucaultscher Unterbrecher, welcher 
Unterbrechungen in genügenden Zeitabständen gab, so daß sie 
bequem zu zählen waren. Ein Teil der Beobachtungen wurde 
auch mit einem Wehneltunterbrecher ausgeführt. 

Die Ermittelung der Gasgeschwindigkeit an der Stelle, 
wo die Träger durch das kleine Netz C aufgefangen werden, 
stützt sich einerseits auf die Kenntnis der mit Gasuhr ge- 
messenen Gesamtmenge Q des pro Zeiteinheit durchgeflossenen 
Gases, andererseits auf die Kenntnis der Geschwindigkeits- 
verteilung des Gases über den Rohrquerschnitt. Wie von Hrn. 
A. Becker!) gezeigt worden ist, wird diese für das Rohrinnere 
sehr nahe durch eine kubische Parabel dargestellt, und nach 
Beobachtungen von Hrn. Shri Nehru?) gilt dies auch für alle 
dem Rohrende benachbarten’ Stellen. In der Achse und mit 
genügender Genauigkeit auch in deren Nähe — über die ganze 
Ausdehnung des aus diesem Grunde klein gewählten Netzes — 


ist danach die Geschwindigkeit 

wo v, =die mittlere Gasgeschwindigkeit, r = Radius des Rohres 
und @ = das Durchflußvolumen des Gases in der Zeiteinheit 
ist. Alle weiter unten angegebenen Zahlen der Gasgeschwindig- 
keit sind nach dieser Formel berechnet für die Mitte des 
Rohres mit dem kleinen Netz C. Damit die Anzeigen der 
Gasuhr die wirklich durchflossene Gasmenge angeben, muß 
die Dichtung des Kondensators und seiner Teile vollkommen 
sein, was mit Hilfe des obenerwähnten Wasserventils (Fig. 3), 
das nach Abstellen des Gasausflusses aus dem Kondensator 
(vor der Gasuhr) als Wassermanometer benutztwerden konnte, 
zu kontrollieren war. Es zeigte sich dabei, daß die Dichtung 


ake, 
1911. 


2) Shri Nehru, Inaug.-Diss. Heidelberg, 6. Febr. 
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W. Altberg. 

als genügend angesehen werden kann, wenn das Wasser- 
niveau im Manometer innerhalb 10 Minuten nicht mehr als 
etwa 20 cm stieg. 

Zur Messung der mit dem kleinen Netz aufgefangenen 
Trägermenge diente ein Elektrometer nach Dolezalek, welches 
einen Ausschlag von 25 cm gab, wenn an die Quadrantenpaare 
eine Potentialdifferenz von 1 Volt angelegt wurde und die 
Nadel auf 40 Volt geladen war (Skalenabstand gleich 1,5 m) 

Zur Messung der angelegten Spannungen wurden ein Zwei- 
fadenelektrometer (für Spannungen unter 100 Volt) und ein Multi- 
zellularvoltmeter (für Spannungen von 100 Volt und darüber) 
benutzt. Dieselben wurden mit einem geeichten dynamischen 
Präzisionsvoltmeter verglichen, und die sich zeigenden Ab- 
weichungen wurden an den jeweiligen Angaben der ersteren 
als Korrektion angebracht. 


92 I. Kontrollversuche und mögliche Fehler. 


_. Die Beobachtungen sind in folgender Weise ausgeführt. 
Zunächst wurde bei kontinuierlich mit bekannter Geschwindig- 
keit strömendem Gas das kleine Netz mit dem Elektrometer 
nach vorheriger Erdung isoliert, dann durch Betätigung des 
Foucaultschen Unterbrechers 10 (in anderen Fällen 20 und 
darüber) Entladungen erzeugt und die durch die aufgenommenen 
Träger hervorgerufenen Elektrometerausschläge, die nach Auf- 
hören der Entladungen einen konstanten Endwert erreichten, 
abgelesen. Die Ausschläge sind proportional der Menge der 
durch die elektrische Kraft gegen den Gasstrom hingetriebenen 
und vom Netz C aufgenommenen Träger. Wenn die Platte B 
(Fig. 1) dieselbe Spannung hat wie 4, d.h. Null, so gibt das 
Elektrometer keinen Ausschlag. Ebenfalls kann man keinen 
Ausschlag bemerken bei allen kleinen Spannungen der Platte 2, 
und das zeigt an, daß die elektrische Kraft nicht genügend 
groß ist, um einem Träger eine größere Geschwindigkeit als 
die des Gases zu erteilen. Von einer gewissen Spannung ab, 
die von der Gasgeschwindigkeit und dem Netzabstand abhängt 
(vgl. weiter unten), fängt das Elektrometer an, Ausschläge zu 
geben, die graphisch als eine zur z-Achse etwas geneigte ge- 


rade Linie sich darstellen lassen (Fig. 4) 
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Bei weiterer Vergrößerung des Feldes erleidet die Kurve 
eine Krümmung und verläuft schließlich geradlinig, parallel 
zur x-Achse. 

Um ein solches Verhalten der Kurve!) zu erklären, ist die 


i Spannung in Volt. 
+ fy 50 100 4 
00, Negativer Träger. Netzabstand =1cem. 

x 4 


Fig. 4. 
fio Bits 

1) Hier muß noch erwähnt werden, daß man zu solchem Verhalten 
nur dann gelangt, wenn der Netzkondensator so beschaffen ist, daß das 
elektrische Feld im Meßraume homogen und die Geschwindigkeitsvertei- 
lung des Gases über die ganze Fläche des kleinen Netzes gleichmäßig ist. 
Die erste Forderung wurde durch Anwendung des Schutzringes, Ver- 
größerung der Kondensatorplatten im Vergleich zu ihrer Entfernung 
und besonders durch feines und richtiges Einpassen des Netzes C in die 
Öffnung des Schutzringes erfüllt. Der zweiten Forderung wurde durch 
Anwendung feiner Netze und Verkleinerung des Netzes C im Vergleich 
zu der Rohrweite R (Fig. 2) Rechnung getragen. Die Anwendung eines 
kleinen MeBnetzes führte zugleich zur Eliminierung des möglichen Ein- 
flusses von Wirbeln, die bei großen Geschwindigkeiten im Gas entstehen 
könnten. (Über die Notwendigkeit großer Gasgeschwindigkeiten, um den 
Diffusionseinfluß zu eliminieren, vgl. weiter unten) Für Konstanz der 
Gasgeschwindigkeit sorgte das Wasserventil (Fig. 3). Ist das elektrische 
Feld oder der Gasstrom nicht genügend homogen (oder die Gasgeschwindig- 
keit nicht konstant), so erhält man kleine Ausschläge des Elektrometers 
auch bei kleineren Spannungen, und der Kurvenverlauf ist dann dem 
ähnlich, den Hr. J. Zeleny (l. c.) beobachtet hat. Deshalb benutzte er 
den Netzkondensator nicht zur absoluten Messung der Trägerbeweglich- 
keit (diese wurde von ihm mit Hilfe des Zylinderkondensators ausgeführt), 


sondern (wie oben erwähnt wurde) nur zur Messung des Verhältnisses der 


Beweglichkeit negativen und positiven Träger. 
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"Annahme gemacht, daß sofort nach der Trägererzeugung wäh- 
rend einer kurzen Zeit (vgl. weiter unten) ein Gemisch von 
Trägern verschiedener Größe entsteht, von denen die kleinsten, 
wie vorliegende Messungen ergeben haben, einzelne Moleküle!) 
und die größten einen Komplex von 5—6 Molekülen darstellen, 
wie sie von Hrn. A. Becker kurze Zeit nach der Erzeugung 
als vorherrschend gefunden wurden.”) Größere Träger finden 
sich in vorliegenden Versuchen nicht, und sie werden auch 
nach längerer Zeit, wie dies aus Hrn. A. Beckers Versuchen 
hervorgeht, nicht gebildet. Da die Gase bei den gegenwärtigen 
Versuchen staubfrei filtriert waren und Röntgensche Strahlen 
keine (großen) Nebelkerne erzeugen, so entspricht dies ganz dem 
Resultate der Herren P. Lenard u. C. Ramsauer, daß große 
Träger nur durch Anlagerung an Nebelkerne entstehen. 

Ob die gefundenen aus einigen wenigen Molekülen be- 
stehenden Träger aus entsprechend sehr kleinen, in unseren 
Gasen vorhandenen, oder durch die Strahlen gebildeten Nebel- 
kerne (festen oder flüssigen Aggregatzustands) gebildet sind, 
oder ob sie bloße Zusammenlagerung von Gasmolekülen dar- 
stellen, muß eine offene Frage bleiben.°) 

Der bei einer gewissen kleinsten Spannung auftretende 
Ausschlag rührt danach von den allerkleinsten Trägern her; 
denn nur diese können durch das Feld eine größere Ge- 
schwindigkeit als die des Gasstromes bekommen, während 
alle anderen vom Gasstrom weggeblasen werden. 

Bei größerer Spannung werden außer den schnellsten auch 
die langsameren (größeren) Träger ans Netz gelangen und den 
Elektrometerausschlag vergrößern. 

Ist endlich die Spannung so groß, daß auch die größten 
(gewöhnlich beobachteten) Träger imstande sind, sich gegen 
den Gasstrom zu bewegen, so werden die Ausschläge bei allen 
noch größeren Spannungen. konstant bleiben, da dann alle 


1) Daß einzelne Moleküle, vielleicht Atome als kleinste Träger vor- 
handen sind, haben auch schon die ersten Versuche von Hrn. P. Lenard 
(Ann. d. Phys. 8. p. 314. 1900), ebenfalls mit Hilfe des Rehhenhesiin 
gezeigt. 

2) A. Becker, 1. c. p. 227. 1911. 

3) ing P. Lenard u. C. Ramsauer, Heidelb. Akad. 16. Abh. 
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erzeugten Triiger durch das Feld an das Netz C getrieben 
werden. Der Punkt, wo die Kurve die z-Achse schneidet, 
zeigt also die Spannung an, bei welcher die schnellsten Trager 
die Geschwindigkeit erreichen, die gleich ist der Gas- 
geschwindigkeit. 

Im speziellen Falle der Fig. 4, welche für Kohlensäure 
aufgenommen war, schneidet die Kurve die z-Achse (bei 1 cm 
Netzabstand) bei 12 Volt, und da die Gasgeschwindigkeit 68 cm 
betrug, kann man die Beweglichkeit der kleinsten negativen 
Träger (die Spannung an B war negativ) in Kohlensäure be- 
rechnen 

Gasgeschwindigkeit 68 Volt 
—™ Schnittpunktsabstand: Netzabstand 12:1 ’ sec cm 


@ 


Die Beweglichkeit der gewöhnlichen negativen Träger in 


Kohlensäure ist bisher bekanntlich gleich 0,8 A. ge- 


sec cm 
funden worden. 


Da die allerschnellsten Träger, soviel mir bekannt ist, mit 
einem gerade für solche Träger geeigneten Netzkondensator bis- 
her nicht untersucht worden sind, erschien eine Reihe von Kon- 
trollversuchen mit einem und demselben Gas notwendig, wobei 
die Geschwindigkeit des Gases sowohl bei unveränderten wie auch 
bei verschiedenen Netzabständen in weiten Grenzen variiert wurde. 

Endlich war es noch wichtig, den Einfluß der Intensität 
der Röntgenstrahlen, der Breite des Strahlenbündels und der 
Entfernung des kleinen Netzes von dem Erzeugungsorte zu 
untersuchen. Alle diese Kontrollversuche wurden an negativen 
Trägern in Kohlensäure durchgeführt. Da es sich um die 
schnellsten Träger handelt, so wurde im folgenden meistens 
nur der erste geradlinige Teil der Beweglichkeitskurven auf- 
genommen, um den Schnittpunkt feststellen zu können. 


Verschiedene Gasgeschwindigkeiten bei unverändertem Netzabstande. 


Wenn bei der Aufnahme der Beweglichkeitskurve eine 
größere Gasgeschwindigkeit als im vorhergehenden Falle an- 
gewendet wird, dann muß entsprechend auch die elektrische 
Kraft größer sein, die imstande ist, einen Träger gegen den 
schnelleren Gasstrom zu treiben. Darum muß in diesem Falle 
eine Schnittpunktsverschiebung stattfinden, und zwar proportional 
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Altberg. 


der Geschwindigkeitsinderung des Gases. Zur Priifung solcher 
Abhängigkeit wurden bei gleichem Netzabstande (= 3 cm) Be- 
weglichkeitskurven fiir verschiedene Gasgeschwindigkeiten auf- 
genommen (Fig. 5). 


maine 3 I 
Spannung in Volt. 
-62 
ey CO, Negative Träger. Netzabstand = 3 em. yaw 
Fig. 5. aul, 
AIR 


Kohlensäure. Netzabstand = 3 cm. 


Gasgeschwindigkeit Schnittpunktsabstand 
V in em - sec”! Pin Volt | i 

ul, | 6,2 | 2 | 0,32 

Kurve I 9,0 Kor. zul 
ath 49,0 25,5 0,52 
af alt one 

= 122 68 0,56 


In der Tab. I sind die Gasgeschwindigkeiten und die ent- 
sprechenden Schnittpunktsabstände angeführt, und in der letzten 
Kolumne sind die Verhältnisse beider Größen angegeben, aus 
welchen zu ersehen ist, daß im Geschwindigkeitsintervalle von 
25—122 cm/sec (die größte Geschwindigkeit, welche angewendet 
wurde) in den Grenzen der Beobachtungsfehler zwischen dem 
Schnittpunktsabstande und der Gasgeschwindigkeit in Wirklich- 
keit Proportionalität besteht. Die merkbare Abweichung von 
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der Proportionalität bei kleinen Geschwindigkeiten ist durch 
den Einfluß der Diffusion zu erklären. Die Träger werden in 
einer durch Röntgenstrahlen bestrahlten dünnen Gasschicht a 
erzeugt (Fig. 6). Infolge der Diffusion wird ein Teil der Träger 
allmählich nach allen Richtungen auch gegen den Gasstrom 
zerstreut, und zwar diffundieren gegen den Gasstrom um so 
mehr Träger und es wird eine um so größere Strecke von 
diesen zurückgelegt, je kleiner die Gasgeschwindigkeit ist. 
Infolgedessen sind bei kleiner Gasgeschwindigkeit die 
Träger, welche gegen den Gasstrom diffundieren, imstande, 
schon bei kleinerer Spannung das MeBnetz zu er- 
reichen, als die, die nötig wäre, auch alle anderen ! 
Träger derselben Gattung (Zeichen) zum Netz C 
zu treiben. Das Resultat dieser Wirkung ist 
die Schnittpunktsverschiebung der Beweglich- 
keitskurve in der Richtung der abnehmenden 
Spannungen. Um solchen Einfluß der Diffu- 
sion auf die Beweglichkeitsmessungen zu ver- 
hindern, wird die Gasgeschwindigkeit ver- 
größert, bis die Lage des Schnittpunktes bei 
weiterer Vergrößerung proportional mit ihr Fig. 6. 
sich ändert. Dann ist die Diffusion eliminiert, 
denn die Überlegungen, welche die Proportionalität fordern, 
sind ohne Rücksicht auf die Diffusion angestellt. 
Die Verkleinerung des Meßnetzes und zugleich des gas- 
zuführenden Rohres (Fig. 1) ermöglichte es, die Gasgeschwindig- 
keit bis 122 cm pro Sek. (und noch darüber) zu vergrößern. 


Netzabständen. 


Analog den vorhergehenden Beobachtungen wurde jetzt 
die Lage des Schnittpunktes der Beweglichkeitskurven bei 
verschiedenen Netzabständen bestimmt, um sich zu überzeugen, 
daß auch zwischen der Abszisse des Schnittpunktes und dem 
Netzabstande Proportionalität besteht, vorausgesetzt, daß die 
Gasgeschwindigkeiten in beiden Fällen die gleichen sind. Und 
da im vorhergehenden Falle die Proportionalität zwischen 
- Schnittpunktsabstand und Gasgeschwindigkeit bei unveränder- 
) tem Netzabstand schon festgestellt worden ist, so muß im 
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Verschiedene Gasgeschwindigkeiten bei verschiedenen 
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allgemeinen Falle für verschiedene Netzabstände und ver- 
schiedene Gasgeschwindigkeiten folgende Beziehung stattfinden: 


Schnittpunktsabstand 
Netzabstand x Gasgeschwindigkeit 
vile 

; In der Tab. II sind die Schnittpunktsabstände P, die ent- 
‘ sprechenden Gasgeschwindigkeiten V für verschiedene (1, 2, 3 
{ und 7cm) Netzabstände und in der letzten Kolumne die Ver. 


hältnisse P/d x V angegeben. 


= Konstanz. }) 


Gasgeschwindig-| Schnittpunkts- P 
Netzabstand d keit V abstand P er. 
in em+sec”! in Volt 
; 51 9 0,18 
io 57 9,5 0,17 
u. 68 12 0,18 
19 0,16 
| 68 23 0,17 
| 78 28 0,18 
87 30 0,17 
36 18 0,17 
49 25,5 0,17 
| 58 31,5 0,18 
eae 102 54 0,18 
= 48 56 | 0,17 
mit , 
dem groBen Netz- = 0,9 
kondensator 83 95,2 0,16 


Trägerdichte.e Zur Aufklärung der Frage, ob nicht eine 
‚Änderung der Trägerdichte die Lage des Schnittpunktes ver- 
ändert, wurde die Intensität der Röntgenstrahlen durch Ein- 
schieben einer 0,5 mm dicken Aluminiumplatte geschwächt und 


1) Diese Beziehung’ gilt selbstverständlich nur für diejenigen Gas- 


geschwindigkeiten, bei welchen die Diffusion keinen merklichen Ein- 
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einmal die Beweglichkeitskurve für die geschwächten Strahlen 
und das andere Mal zum Vergleich eine Kurve für ungeschwächte 
Strahlen (bei gleicher Gasgeschwindigkeit) aufgenommen (Kurven I 
und II). Wie aus der Fig. 7 zu ersehen ist, hat sich die Lage 
desSchnittpunktes dabei nicht 


geändert, obwohl eine Ände- 
rung der Trägerdichte im Ver- 
haltnis 1:8 stattgefunden hat. 
Da nun die Rekombi- er 
nation vom Quadrate der 
Trägerzahl abhängt, so ist Er 10 Entladungen. 


aus dieser Beobachtung zu 
schließen, daß die Rekombi- 
nationen bei der Beweglich- 
keitsmessung aus dem Schnitt- 
punktsabstande keine merk- 
liche Rolle spielt. 

Ebenso zeigte keinen 
nachweisbaren Einfluß auf die J 
Schnittpunktslage die Ände- 
rung der Breite des Strahlen- CO, Negative Träger. Netzabstand 3 cm. 


G hwindigkeit 48 
bündels, wovon man sich 
I geschwächt durch Al-Platte, 
überzeugen konnte durch An- jy geschwächt. 11 


wendung von Blenden mit Fig. 7. el 7 
verschiedenbreiten Spalten. au 
Trägeralter. Nach dieser Reihe von Kontrollversuchen, 
welche an einem Gase (Kohlensäure) und an einer Sorte von 
Trägern (den negativen) angestellt worden sind und welche 
den Einfluß der einzelnen in die Beweglichkeitsmessung ein- 
gehenden Faktoren aufgeklärt haben, wurden diese Messungen 
in verschiedenen Gasen ausgeführt. ‘Vor Ausführung dieser 
Messungen ist es aber notwendig, einige Versuche, welche mit 
der Frage über das Trägeralter zusammenhängen, zu erwähnen. 
Es ist zu beachten, daß eine Änderung des Abstandes 
zwischen dem Meßnetz und dem Réntgenstrahlbiindel un- 
vermeidlich eine Änderung der Zeit, während der die Träger 
das Netz erreichen, zur Folge hat. Deshalb fängt das Netz 
bei der Änderung des zu durchlaufenden Weges die Träger ver- 
schiedenen Alters auf. Um den Einfluß des Trägeralters auf die 


Elektrometerausschlag. 
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a konstanten Gasgeschwindigkeit (V = 48 cm - sec?) warded die 
Beweglichkeitskurven fiir verschiedene Netzentfernungen (von 
_ 1—6 cm) vom Strahlenbündel aufgenommen. Die Schnittpunkts- 
abstande für vier verschiedene Netzentfernungen sind in 


Großer Kondensator. Kohlensäure. 
Netzabstand d= Tem. Gasgeschwindigkeit V = 48 cm/sec. 


Netzentfernung Schnittpunkts- Trigerbeweglichkeit 
vom Erzeugungsorte | | abstand P 
ca. lem 59 Volt 5,7 Volt» 
” 3 »” 84,2 ” 4,0 ” ” 
wD 105,2 ,, 32 PR 
Bry, | 120,2 „ 


Wie aus dieser Tabelle ersichtlich ist, führt die Ver- 

größerung der Entfernung, d. h. die Zeitverlängerung des 
Durchlaufens, eine Verschiebung des Schnittpunktes in der 
Richtung der größeren Spannungen nach sich, was einer Ver- 
minderung der Trägerbeweglichkeit entspricht, wie das aus 
der letzten Kolumne der Tabelle zu ersehen ist. 
Eine solche Verschiebung des Schnittpunktes könnte man 
am durch die Annahme erklären, daß die schnellsten Träger nur 
eine kurze Lebensdauer haben, d. h., daß sie als einzelne ge- 
trennte Moleküle nur während einer gewissen kurzen Zeit?) 
existieren können, um nachher durch Anlagerung zu einem 
größeren Teilchen sich zu verwandeln und infolgedessen mit 
einer kleineren Geschwindigkeit sich bewegen zu können. 

Wenn die Entfernung des Netzes so groß geworden ist, 
daß die Zeit des Durchlaufens der Strecke vom Erzeugungs- 
orte größer ist, als die Lebensdauer der schnellsten Träger, 
so werden sie schon unterwegs sich vergrößern und sich lang- 


 samer bewegen, so daß sie bei derselben Spannung das Netz 


Be 1) Eine genaue Berechnung dieser Zeit ist dadurch erschwert, daß 
ein Teil des Weges, der ebenfalls unbekannt ist, von freien Quanten 
zurückgelegt wird, bevor sie von den Gasmolekülen aufgenommen werden. 


864 W. Altberg. 
_-——s Beweglichkeitskurve zu untersuchen, wurden die Beobachtungen 
mit Hilfe des groBen Kondensators, dessen Netze in einer 
u 
> 
en. 
| 


überhaupt nicht mehr erreichen können. Nur bei größerer 
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Spannung wird die Geschwindigkeit dieser Träger wieder die 
Gasgeschwindigkeit übertreffen. 

Daß auch bei diesen Versuchen. der Einfluß der Diffusion 
ausgeschaltet ist, zeigte sich dadurch, daß weiter vergrößerte 
Gasgeschwindigkeit den beobachteten Wert von ® für die 
schnellsten Träger unverändert ließ, Es dürfte damit ein 
Anschluß der hier vorwiegend beobachteten Beweglichkeits- 
werte an die mit anderen Methoden in der Literatur meist 
gefundenen kleineren Werte gewonnen sein. 

Nach dieser Anschauung ist die Verschiebung des Schnitt- 
punktes durch das Dickerwerden der schnellsten Träger ver- 
ursacht. Eine eingehende Untersuchung dieses Gegenstandes 


würde — wie es scheint — die Struktur der Träger in ver- 
schiedenen Stadien ihrer Bildung und den zeitlichen Verlauf = © 
ihres Dickerwerdens aufklären können. Be 


Il. Beweglichkeit der schnellsten Träger und ihre Größe oe bed 
in verschiedenen Gasen. = 


» 
ei 


Die Beweglichkeitsmessungen der positiven bzw. negativen 
Träger wurden außer in Kohlensäure noch in Luft, Sauerstoff —_ ahs af 
und Stickstoff ausgeführt. Dabei wurden für jedes Gas die J 
Beweglichkeitskurven bei den verschiedenen Gasgeschwindige = 
keiten aufgenommen, um das Geschwindigkeitsintervall zu 
finden, in welchem die Konstanz der berechneten Beweglich- ee u 
keit besteht, während alle anderen Bedingungen für alle Gasse 


dieselben blieben, und zwar der Netzabstand (des kleinen Kon- Soak) 
densators) gleich 3cm, die Netzentfernung von den Röntgen- 
strahlen gleich 1—1,5 cm.!) 

Die aus diesen Kurven entnommenen Schnittpunktsabstände, 
die entsprechenden Gasgeschwindigkeiten und die daraus be- 
rechneten Beweglichkeiten der negativen und der positiven 
Träger sind in der Tab. IV angeführt. 


1) Bei der Bestimmung der Lage des Strahlenbündels mit Hilfe 
eines gewöhnlichen Bariumplatineyanürschirms konnte man bemerken, 
daß der helle Streifen bei einzelnen Entladungen um einige Millimeter 


nach der einen oder nach der anderen Seite sich verschieben kann. i & Be: 

Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 56 a. ao 
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W. Altberg. 
Tabelle IV. Netzabstand d=3cm. 
Gasgeschwin- | Schnittpunkts- | a 
digkeit V abstand P o= 
in em-sec in Volt in em-see—': Volt-em-' 
6,2 2 | 9,3 
9,0 | 4 7,0 
& Träger 36 18 6,0 
3 (Aus Kurven 49 25,5 asin. is 
= i 58 31,5 ‚ 5,5 
der Fig. 5 1 5.6 
= entnommen) 122 68 5.4 
36 19,5 5,5 
Träger 18,5 40 Tre 
eos | 9,0 2 18,5 
18 1 4,5 23. € 12,1 
Negative 31,0 9 eee 
Träger 46 14 wie 
= | 60 17 
34 22,4 10,1 
Positive 4 13 7,5 
Träger | 64 25 | 17 
tail 9 2 | 14 
egative | 33 9 Ag 
Träger 48 13,5 
3 62 17,5 
§ 9 3 
Positive 84 14 
Träger | 48 18 8 
| 1,38 1,9 11,5 
Negative 19,5 5,7 | 10,8 
Trager’) || 52 17 
2 Positive || 39. | 17 7,0 
Trager | 50 28 
| 60 24,8 
1) Da der benutzte Stickstoff (aus Bombe) nicht von Sanerstoff- 
beimischung befreit war, so ist die beobachtete Beweglichkeit negativer 
Träger eigentlich den O,-Molekülen zuzuschreiben, weil nach Versuchen 
von Hrn. J. Franck (Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. XII. Jahrg. p. 613. 
1910) folgt, daß die negativen Elementarquanten an O, viel stärker als 
an N,-Molekülen festgehalten werden. Deswegen konnten hier die von 
Hrn. J. Franck gefundenen sehr großen Beweglichkeiten der negativen 
Träger auch nicht beobachtet werden. 
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Der Zusammenhang der so berechneten Trägerbeweglich- 
keit in verschiedenen Gasen mit der Geschwindigkeit des Gas- 
stromes ist in der Fig. 8 graphisch dargestellt. Aus diesen 
Kurven kann man die Geschwindigkeitsgrenzen, innerhalb 
welcher die Konstanz der Trägerbeweglichkeit besteht, erkennen. 


ul | 
i. 
u I 
+° 1 
10 em - 
= 
8 2 nd 
4 
ors VW. 
= ¥ x 
3 | | 
3 | 
coo w_in 0, Kurvel 
Ihe +++ o_nuf . I. 
Ai 999 u » V. 
ooo winN » M. 
1 444 W, ” U. 
— Gasgeschwindigkeit in cm.sec” xxx @_ » C0, u. 
0 10 20 40 50 60 70 80 9 «8-100 110 120  . 
Fig. 8. 


schließen. Wie von Hrn. Lenard gezeigt worden, ist nämlich 


eines Gasmoleküls ist 


V2 300DW-s? ’ 


Dichte des Gases, W die mittlere Geschwindigkeit der Mole- 
kularbewegung, ® die Beweglichkeit des Trägers und e die 


für den Fall, daß die Masse eines Trägers gleich der Masse _ 


Elementarladung!) ist. 
1) Es ist hierfiir in allen folgenden Angaben der mit besonders a te 
großer Genauigkeit von Hrn. R. A. Millikan (Physik. Rev. 32. p. 349. a 
1911) festgestellte Wert e = 4,891 x 107° stat. Einh. benutzt worden. 5 Se 
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sane Die Formel ergibt direkt die Radiensumme s. Handelt 
Bi > es sich um Träger, welche unter unelektrischen Gasmolekülen 
_ gleicher Art sich bewegen (z. B. um Sauerstoffträger in Sauer- 
stoffgas), so könnte der Molekülradius als !/, s gerechnet werden. 


unelektrischen und elektrisch geladenen Molekülen (Trägern) 
zu unterscheiden, den Radius der unelektrischen Moleküle aus 
der inneren Reibung der Gase zu entnehmen!) und nur den 

 Trägerradius als unbekannt anzusehen und aus der Differenz 


zu berechnen. Die so berechneten Trägerradien finden sich 


u und 9 (Koeffizient der inneren Reibung); für die Elementar- 
 ladung ist, wie erwähnt, e = 4,891 . 10-10 elektrostatische CGS.- 
Einheiten eingesetzt. Außerdem sind in der Tabelle die Radien 
der Gasmoleküle, nach den drei oben erwähnten Methoden be- 
rechnet (aus der Dichte im flüssigen Zustande, aus der inneren 
Reibung der Gase und aus der Absorption langsamer Kathoden- 
strahlen), angegeben. 

Wie aus dieser Tabelle zu ersehen ist, stimmen die aus 
den beobachteten Beweglichkeiten berechneten Trägergrößen 
mit den berechneten Radien der Gasmoleküle ziemlich gut 
überein, woraus der Schluß zu ziehen ist, daß die mit dem 
Netzkondensator beobachteten schnellsten Träger als einzelne 
Gasmoleküle aufzufassen sind. 

Es ist noch besonders die gute Übereinstimmung für 
Kohlensäure zu betonen. Der Größenunterschied zwischen 
den negativen und positiven Trägern würde wohl durch gleich- 
zeitiges Vorhandensein freier Elementarquanten zu erklären 
sein, welche die mittlere Beweglichkeit der negativen Träger 
zu groß erscheinen lassen.*) Daher sind die aus & berechneten 
N Werte eigentlich als die wahren Trägergrößen zu betrachten. 
Daß die Werte bei allen untersuchten Gasen (mit Ausnahme des 
Wasserstoffs) größer sind als die aus der Reibung berechneten 
Moleküldimensionen, kann am wahrscheinlichsten als Folge der 
elektrischen Ladung aufgefaßt werden. 

1) Die innere Reibung ist ein Vorgang gleicher Art wie die Wanderung 
cs der Träger; deshalb wurde der Berechnung aus der inneren Reibung hier 


der Vorzug gegeben. 


2) Vgl. P. Lenard u. C. Ramsauer, Heidelb. Akad. 8. Abb. .16. 
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4 Vergleichung der verschiedenen Formeln fur die Wanderungs- 
geschwindigheit. Es ist im vorstehenden bisher stets die von Hrn. 
Lenard angegebene Formel für die Wanderungsgeschwindig- 
keit zur Berechnung der TrigergréBe benutzt worden. Was 
die anderen in der Literatur vorfindlichen Formeln gleicher 
Art anlangt, so haben dieselben mindestens bei schweren 
Trägern, wie schon mehrfach erkannt wurde, zu Widersprüchen 
geführt.‘) Es ist nun hier Gelegenheit, und für unseren vor- 
liegenden Zweck auch von Interesse, nachzusehen, wie diese 
Formeln in dem hier vorliegenden Falle der kleinen, nicht 
schweren Träger sich verhalten. Ein so großer Unterschied, 
wie für Träger von großer Masse, besteht zwischen den ver- 
schiedenen Formeln nicht; sondern es handelt sich in dem 
Falle der leichten Träger nur um Faktorenverschiedenheit im 
Verhältnis 1:Y2/,:2/,:Y!/;, bei Lenard bzw. Langevin, 
Riecke, J. Thomson. Aber selbst diese relativ geringfügigen 
Unterschiede kommen für unseren Fall, wie man aus der 
unten befindlichen Zusammenstellung sieht, schon sehr in 
Betracht, und es ist daher hier eine Gelegenheit, diese 
Formeln an der Erfahrung, besonders für leichte Träger, besser 
zu prüfen, als es bisher möglich war. 

Es sind daher die nach den verschiedenen Formeln aus 
dem hier beobachteten w-Werte berechneten Radien der posi- 
tiven Träger für Kohlensäure und Sauerstoff?) in der Tab. VI 
zusammengestellt, wobei wieder von der durch die Formeln 
unmittelbar gelieferten Summe von Träger- und Molekül- 
radius der letztere mit seinem aus der Reibung gefundenen 
Werte abgezogen ist. fim 


Radien der positiven Träger (r x 10° cm) 
Gaz nae berechnet nach den Formeln von 


| Reibung 

| Rx 10°cm Lenard | Langevin Riecke J. Thomson 
co, 18,2 19.2 | 124 6,8 34 
0, 14,2 20,8 14,5 9,3 6,1 om 


1) Näheres darüber vgl. A. Becker, Ann. d. Phys. 36. p. 217. 1911. 
2) Für die anderen Gase wurden ganz entsprechende Abweichungen 
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Wie aus dieser Tabelle zu ersehen ist, geben die Lenard- 
schen und Langevinschen Formeln nahe an den Molekül- 
radien liegende Werte an, während die zwei anderen Formeln, 
insbesondere die Thomsonsche, zu kleine Werte geben. So 
fällt z. B. für CO, die nach der letzten Formel berechnete 
Trägergröße 5—6 mal kleiner aus, als dem Wert für ein 
CO,-Molekül (nach einer zuverlässigen Methode erhalten, vgl. 
Tab. V) entspräche, ein schwer erklärliches Resultat, da es 
nicht einzusehen ist, wie die Moleküle als Elektrizitätsträger 
so viel mal (im Volumen 100-200 mal) kleiner sein sollten 
als im unelektrischen Zustande. Eine geringe Vergrößerung 
des Durchmessers, wie sie sich nach der benutzten Formel 
von Hrn. Lenard ergibt, erscheint verständlich, da das be- 
stehende Kraftfeld, das dem Träger zugehört Raum ein- 
nehmen kann, der außerhalb des gewöhnlichen Molekül- 
volumens liegt. 

Also führen die übrigen Formeln nicht nur bei großen 
Trägermassen, wie z. B. bei den radioaktiven Atomen, oder 
Rb bzw. Cs in Flammen, oder CCl,, sämtlich zu Unstimmig- 
keiten, sondern es tritt dies auch (ausgenommen hier nur die 
Langevinsche Formel) in dem vorliegenden Falle der kleinsten 
Träger ein. 

Beimischungen. Nach der Ausführung der vorhergehenden 
Messungen war es notwendig, die Frage über den möglichen 
Einfluß der Verunreinigung der aus den käuflichen Bomben 
entnommenen Gase auf die Trägerbeweglichkeit zu berühren. 
Dazu wurden die Beweglichkeitsmessungen in Luft einmal 
ohne, dann mit einer Beimischung von etwa 2 Proz. von Wasser- 
stoff ausgeführt (über die Messungen in H, selbst vgl. weiter 
unten. Aus der erhaltenen Kurve (Fig. 9) ist zu schließen, 
daß solche Beimischung zu der Luft keinen in den Grenzen 
der Beobachtungsfehler merklichen Einfluß hat. Ebenso wurde 
die Beweglichkeit der Kohlensäureträger durch geringe Bei- 
mischung von Wasserstoff nicht beeinflußt. 

Das berechtigt einigermaßen zur Annahme, daß die durch 
geringe Beimischung auch der anderen Gase hervorgerufene 
mögliche Verunreinigung der zur Untersuchung aus Bomben 
entnommenen Gasen (mit Ausnahme das Wasserstoffs) die 
Resultate der Messungen nicht merklich beeinflußt. Nur bei 
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größerem Prozentgehalt von H, war eine Vergrößerung der 
Beweglichkeit zu beobachten, was durch die Verminderung der 


Dichte des Gasgemisches zu erklären ist (vgl. weiter unten). ER R 


3 | wor 
10 20 30 40 Volt : 
Netzabstand 3 cm. Gasgeschwindigkeit 53 cm /sec. sis our 
Die Messungen in Bombenwasserstoff selbst ergaben für oe 
. . . . . 
die Beweglichkeit der positiven Träger im Mittel ee 5. 7 
o, = 68cm-sec—!: Volt-cm-! 
und fiir die der negativen 
wo. = 


Es muß aber hier erwähnt werden, daß die Messungen in 
Wasserstoff auf zweierlei Schwierigkeiten stießen. Erstens 
zeigte sich, daß der Gesamteffekt hier nur etwa !/,,, des 
Effektes in Luft ausmacht, so daß infolgedessen die Messungen 
nur mit kleinerer Genauigkeit ausgeführt werden konnten. 
Zweitens wurde gefunden, daß eine Beimischung von etwa 
2—3 Proz. (nach Volumen) eines fremden Gases, z. B. Luft, 
einen merklichen Einfluß auf die Träger hervorruft, indem 
eine Abnahme der Beweglichkeit zu beobachten war. 

Direkte Dichtebestimmung (durch Wägen) des aus der 
Bombe entnommenen, getrockneten und filtrierten Wasserstoffs 
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ergab den Wert 0,0875 (Luft = 1), während die Dichte des 
reinen Wasserstofis gleich 0,0695 ist. Nimmt man, was wahr- 
scheinlich ist, als Ursache der vergrößerten Dichte eine Bei- 
mischung von Luft an, so findet sich hierfür etwa 2 Proz. 
(nach Volumen). Es sind hierdurch auch die oben erwähnten 
Beweglichkeitswerte wohl als für reinen Wasserstoff zu klein 
gefunden zu betrachten. 

Da aber bei der angewandten Methode es nicht möglich 
war, reinen Wasserstoff in genügend großen Mengen zu be- 
nutzen, so wurde versucht, die Trägerbeweglichkeit in Wasser- 
stoffgemischen von verschiedenem Gehalt an Luft zu beob- 
achten und durch Extrapolation wenigstens einen angenäherten 
Wert für die Beweglichkeit im reinen Wasserstoff zu bestimmen, 
um daraus die angenäherte Größe der Wasserstofftriger zu 
berechnen. Um aber über die Trägerbeweglichkeit in einem 
Gasgemisch Rechenschaft geben zu können, ist es notwendig, 
zuerst die oben erwähnte Lenardsche Formel zu erweitern, 
um sie auch auf die Gasgemische anwenden zu können. 

III. Gasgemische. 


im 


4 


Theoretisches Es seien m, M,, M, die Massen des Trägers 
und der Moleküle der im Gemische sich befindenden zweierlei 
Gase, r, R,, A, seien die Radien derselben (als Kugeln an- 
genommen). Ist die augenblickliche Trägergeschwindigkeit un- 
mittelbar vor einem Zusammenstoße mit einem Molekül gleich 
v, so wird im Falle einer Art von Gasmolekülen die nach dem 
Stoße übrig bleibende Geschwindigkeitskomponente in der Rich- 
tung von v im Mittel für alle vorkommenden Arten des Zu- 
sammenstoBes, wie Hr. Lenard!) angegeben hat, gleich 
om|(m + M,). 

Im Gasgemische stößt ein jeder Träger mit zweierlei 
Arten von Molekülen zusammen, und es sei Z, die Zahl der 
Zusammenstöße pro Sekunde mit einer Art und Z, die mit der 
zweiten Art von Gasmolekülen, so daß die Gesamtzahl der 
Zusammenstöße pro Sekunde 


1) P. Lenard, l.e. p. 812.1900. 
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les ann ist die Geschwindigkeitskomponente nach dem Stoße im 
Mittel gleich 
ei- ‘a | 4 m 4 m 
Zm+M, Zm+M, 
en und die Verminderung der augenblicklichen Wanderungs- 
in geschwindigkeit » durch einen Zusammenstoß ist daher im 
Mittel gleich 
Zumt, Zm+ =) 
i Infolge Ausgleichens dieses Geschwindigkeitsverlustes durch die 
sb. Beschleunigung des Trägers im elektrischen Felde F ist 
m + M, + Zm+ ? 
od wo Z die mittlere freie Weglinge im Gasgemische, 7 die 
em mittlere Molekulargeschwindigkeit des Trägers und e deren 
lig, Ladung ist. 
rn, a Die Trägerbeweglichkeit » drückt sich sodann aus 
VE -Lert _ 
Z,M, (m + My) + Z,M, ım + M,) 2m 
er Nach Maxwell?!) ist die Anzahl der Zusammenstöße eines 
oii Teilchens m mit Molekülen eines fremden Gases pro Sekunde 
un- Z = 
ich wo N, die Anzahl der Moleküle in der Raumeinheit, s, die Ma 
lem Radiensumme des Teilchens und des Moleküls, VY und W, die 3 
ch- Geschwindigkeiten der Molekularbewegung derselben ist. I 
Zu- Wenn sich das Teilchen m jetzt in einem Gemische von aks, 
‘ich zwei Gasen bewegt, dann ist die gesamte Anzahl der Zu- aa 
sammenstöße pro Sekunde, falls N, die Molekülzahl pro Kubik- Ei 
lei zentimeter des zweiten Gases und s, = r+ A, ist, er 
der oder nach Einführen der Werte der Molekulargeschwindigkeiten = = 
Vaxm' Val ° Vaud,’ 
1) J.C. Maxwell, Phil. Mag. (4) 19. p. 28. 1860. ‘ae 
2) Vgl. O. E. Meyer, Kinet. Theorie d. Gase 29. 
= 


? 
- 
= 
‘ 


wo die Konstante x durch die Energie der Wärmebewegung 
bestimmt ist, 


Die freie Weglinge des Teilchens m im Gasgemische ist daher 
im Mittel 


Z nV Nie? m+ m+ M, 
| M, 272 M, 
Nach Einsetzen der Werte von Z, Z und Z, in (1) wird die 
Wanderungsgeschwindigkeit des 


An ‘ 
2 
Im 8,7 VM, (m + M,) + N, 5° V My (m + M,) 


Für den Fall, daß die Träger Moleküle eines der im Gemische 


RR: sich befindenden Gase sind, z. B. des ersteren, ist nach Ein- 
führen der Partialdichten D, = N, M, und D,=N,M, 
1 
o= 5 eF 
R n W, 8,” y2 + D, M, + M, 
Ext M, M, M, 
Se +i, +5, V2M,. 


wo g = N,: N, = Volumenverhiltnis der Gase im Gemische ist. 
Im Falle M, = M, gehen diese Formeln selbstverständlich in 
die bekannte Lenardsche Formel über. 

Nach dieser Formel wurde die Beweglichkeit der Luft- 
träger im Gasgemische aus Luft und Wasserstoff berechnet, 
wobei für die Radien der Gasmoleküle die aus der inneren 

Reibung und für die der Träger die aus der beobachteten 
Beweglichkeit berechneten Werte (aus der Tab. V entnommen) 
benutzt wurden. Die zur Berechnung der Partialdichten be- 
Werte der Dichtigkeit der Luft und des 


bei ¢ = 20°C sind 120,5.10=® und 8,388.10=° g.cm”®. Die 
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Geschwindigkeit der Molekularbewegung für Luft und Wasser- 
stoff bei 20° C. ist danach 46340 und 176400 cm .sec”!; die 
Elementarladung wurde gleich 4,89 . 101° C.G.S.-Einheiten an- 
genommen. Der Verlauf der so erhaltenen Beweglichkeit der 
negativen und der positiven Luftträger im Gemische von ver- 
schiedenem Prozentgehalt der Bestandteile ist in der Fig. 10 
durch Kurven I und II dargestellt. 

Die Geraden III, IV und V stellen die Dichtigkeit des 
Gasgemisches und die Partialdichten von Luft und Wasser- 
stoff dar. 

Beobachtungen. Für die Messungen wurden die beiden 


' Gase durch ein Y-förmiges Rohr vereinigt und dann gemeinsam 


durch einen Geschwindigkeitsmesser (Rotameter) über die 
Trocknungsmittel, den Netzkondensator und dann durch die 
Gasuhr geleitet. Zuerst wurde das Gas der einen Bombe mit 
konstanter und gewisser Geschwindigkeit fließen. lassen, dann 
ein beliebiger Gasstrom von der zweiten Bombe zugeführt!) 
und die Durchflußvolumina des Gemisches an der Gasuhr ab- 
gelesen. (Nach der Ausführung einer Beobachtungsreihe wurde 
die Geschwindigkeit des ersten Gases wieder gemessen und 
zur . Berechnung der Mittelwert genommen.) Daraus wurde 
der Prozentgehalt beider Gase im Gemische berechnet. Die 
Ausmessung der kleinen Mengen des zugemischten Gases ge- 
schah mit Hilfe eines MeBzylinders über Wasser. 

Die so beobachteten Werte der Trägerbeweglichkeit sind 
für negative mit 000 und für positive Träger mit +++ in 
der Fig. 10 angezeichnet. Wie zu ersehen ist, stimmen die 
beobachteten mit den berechneten Werten (ausgenommen in 
den Fällen, wo der Prozentgehalt von Luft klein ist) ziemlich 
gut überein, woraus zu schließen ist, daß die beobachteten 
Träger Luftträger sind. Die beträchtliche Abweichung der 
beobachteten Werte in dem Falle, daß das Gemisch wenig 
Luft enthält, ist durch das Hervortreten größerer Mengen von 
Wasserstofftrigern zu deuten, die um so mehr ins Übergewicht 
kommen, je kleiner der Luftgehalt ist. Um über das Mengen- 


1) Wobei der rotierende Schwimmer des Rotameters jetzt als Indi- 
kator zum Kontrollieren der Konstanz der Gasgeschwindigkeit während 
einer Beobachtungereihe benutzt wurde. fear 
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verhältnis der Luft- und H,-Träger eine Vorstellung zu be- 
kommen, sind in der Tab. VII die maximalen Elektrometer. 
ausschläge angegeben, welche in Gemischen mit verschiedenem 
Luftgehalt bei einer Spannung von 90 Volt (wo schon sämtliche 
Träger abgefangen werden) beobachtet wurden. 


| | 


Dichte D x 10° g-em—* 


> 


70 80 90 Luft 
Hy 


oo 
40 


Fig. 10. 


Aus der Tabelle ist zu ersehen, daß der Gesamteffekt in 
Luft rund 200 mal größer ist als in Bombenwasserstoff. (Das 
Verhältnis der Dichten der beiden Gase ist dabei nur ca. 15; 
es entspricht dies der bekannten Tatsache, daß zwar die Ab- 
sorption der Röntgenschen Strahlen der Dichte angenähert 
proportional ist, nicht aber die Trägerbildung.) toot 
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Tabelle VII. 
Prozentgehalt der Luft | Maximaler Elektrometer- au 
im Gemische | ausschlag in Skt. nu 
Ä — 
11,8 galtates 32—36 wy 
100%, (Luft) 375—420 


Da die Trägermenge jeder Art der Gasmenge im Ge- 
mische proportional angenommen werden kann, so kann z. B. 
die Kurve V (Fig. 10) gleichfalls auch die relative Menge der 
H,-Trager im Gemische darstellen. Um eine analoge Kurve 
der relativen Trägermengen für Luft zu erhalten, müßte man 
in der Fig. 10 für 100 Proz. Luft eine 200 mal größere Ordi- 
nate, als die für 100 Proz. H,, auftragen, und dann den so 
gewonnenen Ordinatenpunkt mit dem Nullpunkt verbinden. 
Die so erhaltene Kurve VIII stellt dann zusammen mit der 
Kurve V die relativen Mengen der Luft- bzw. H,-Träger im 
Gemische dar. 

Die im Gemische mit kleinem Luftgehalt verhältnismäßig 
großen Schwankungen der beobachteten Beweglichkeit sind 
erstens durch eine beträchtliche Verminderung des Gesamt- 
effektes und zweitens durch den wahrscheinlicherweise nicht 
genügend gleichmäßig gewordenen Gasstrom zu erklären. Die 
beobachteten Beweglichkeitswerte für den Bombenwasserstoff, 
der eigentlich als Gasgemisch mit 2 Proz. Luft (wie oben er- 
wähnt wurde) anzusehen ist, sind in der Fig. 10 auf der dem 
zweiprozentigen Gemisch entsprechenden Ordinate aufgetragen. 
Zieht man jetzt über die beobachteten Punkte eine Kurve 
(gestrichelte), bis sie die Ordinatenachse schneidet, so erhält 
man einen zwar extrapolierten, aber doch nahe angenäherten 
Wert für die Trägerbeweglichkeit im reinen Wasserstoff (105 
für positive und 152 cm.sec”!: Volt.cm”! für negative Träger). 

Berechnet man aus diesen Werten die Größen der Wasser- 
stoffträger, so erhält man für die positiven r, = 7,95.10”° cm 
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und für die negativen Träger r_=4,8.10° cm!) und der Be. 
weglichkeitsverlauf der negativen bzw. positiven Träger im 
(¢emische würde dann durch die Kurven VI und VII (berechnet 
nach der Formel) dargestellt werden. Daß die beobachteten 
Kurven hiervon völlig abweichen, kommt daher, daß beim Vor- 
handensein selbst geringer Menge von Luft fast nur Luft 
(O,, N,-Träger gebildet werden, kaum mehr Wasserstofftrager 
Tab. VII). 


Zum Schlusse sei es mir gestattet, Hrn. Geh. Rat Prof, 
P. Lenard für die Anregung zu dieser Arbeit und für das 
stets rege Interesse an derselben, sowie Hrn. Prof. A. Becker 
für seine liebenswürdige Unterstützung meinen besten Dank 
auszusprechen. 


1) Diese Zahlen können dahin gedeutet werden, daß die Träger im 
Falle von Wasserstoff keine ganzen Moleküle sind, denn die Radien dieser 
letzteren sind wesentlich größer (vgl. Tab. V), als diese aus extrapolierten 
Beweglichkeitswerten berechneten Trägerradien. Als Erklärung scheint 
— namentlich bei den positiven Trägern — nun die Möglichkeit vor- 
handen zu sein, daß die Wasserstofftriger einzelne Wasserstoffatome sind. 


(Eingegangen 22. Januar 1912.) 
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Be- 
nf. 2. Uber die Form 
Ager ultramikroskopischer Goldteilchen; 

von R. Gans. Aung 

: 
J 

ker Die F EURE: der Metalle im kolloidalen Zu- 
Jank stande sind nach mancherlei Diskussion über dieses Phänomen 


in sehr schöner Weise durch eine theoretische Arbeit von 
Mie’) und eine Experimentaluntersuchung seines damaligen 
r im Schülers Steubing?) aufgeklärt worden. 


es Aus diesen Abhandlungen ergibt sich, daB die optischen 
heint Konstanten des betreffenden Metalls und die Größe der Teilchen 
vor für die Farbe maßgebend sind, daß aber von einem Resonanz- 
sind. phänomen im Gegensatz zu früheren Vermutungen nicht die 


Rede sein kann. 

In dem erwähnten Aufsatz hat Mie die Absorptions- 
kurven kolloidaler Goldlösungen unter der Annahme berechnet, 
daß die Teilchen Kugeln sind, deren Brechungsexponent und 
Absorptionskoeffizient dieselben Werte für die einzelnen Wellen- 
längen besitzen, wie die des metallischen Goldes nach den 
Messungen von Hagen und Rubens. 

Die Konsequenz dieser Annahme ist*), daß ganz kleine 
Goldteilchen rubinrote Lösungen geben, und daß diese Lösungen 
bei immer wachsender Teilchengröße zuerst einen Stich ins 
Bläuliche bekommen, dann violett, tiefblau, indigoblau und 
schließlich grünlichblau werden. 

Den Mieschen Erörterungen haftet nun noch eine kleine 
Unvollkommenheit an, deren er sich wohl bewußt war, und 
die darin besteht, daß nur die Kugelform theoretisch unter- 


2) W. Steubing, Greifswalder Diss. 1908. 
8) Vgl. die Fig. 25 auf p. 438 der Mieschen Abhandlung. ei 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 57 
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Zune sucht worden ist, für die a priori kein weiterer Grund als der 
der analytischen Einfachheit sprach. 


Dadurch kam es, daß einige von Steubing beobachtete 


a Tatsachen, wie z. B. blaue Goldlösungen bei sehr kleiner 
en ae Teilchengröße oder das Auftreten von natürlichem Licht bei 
2a : der Abbeugung linear polarisierten Lichts an den Teilchen, 


Einerseits, um diese Lücke auszufüllen, habe ich die 
nachstehende Untersuchung angestellt, andererseits geht aus 
den Übereinstimmungen der Mieschen Theorie und der 
_ Steubingschen Experimente doch nur hervor, daß die Teilchen 
<i Kugeln sein können, nicht daß sie es müssen. Auch der 
Wunsch, hier eine Entscheidung zu liefern, ließ mich das 
: aa Problem von neuem in Angriff nehmen, Zn ich hielt es für 
_ wichtig, daß es in speziellen Fällen auch bei ultramikro- 
_ skopischen Objekten, wenn auch auf indirektem Wege, möglich 


ist man dann in der Lage, alle aut von der Scheibe 
bis zum Stab einschließlich der Kugel selbst zu behandeln. 

Allerdings ist die so modifizierte Aufgabe in rein mathe- 

 matischer Beziehung unvergleichlich viel schwieriger als bei 
Ben... Annahme kugelförmiger Teilchen, und ich habe sie auch 
nicht in derselben Allgemeinheit gelöst, wie Mie für Kugeln, 
sondern mich auf Teilchen beschränkt, deren Lineardimensionen 
klein gegen die Wellenlänge des Lichts sind, 

Daß ich die Lösung noch weiter spezialisierte, indem ich 
Rotationsellipsoide annahm, wäre nicht unbedingt nötig ge- 
wesen, war aber erwünscht, um den Umfang der numerischen 
Rechnungen zu verkleinern. Ohne diese Beschränkung wären 
übrigens die physikalischen Resultate der Untersuchung kaum 
anders ausgefallen. 

Die Ergebnisse sind folgendermaßen zusammenzufassen. 
Das Aussehen der Absorptionskurven hängt sehr stark von 
der Teilchenform ab, so daß man aus den spektralphoto- 
metrischen Beobachtungen Steubings an rubinroten Lösungen 


schließen muß: Viel können die Teilchen keinesfalls von der 


e 
= 
4 
2% ist, Auischiub uber lore Westait zu bekommen. 
= a Am einfachsten schien es, die Teilchen als Ellipsoide 
= 
ugeliorm abwei seinen 
| 
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achtungen: Ein wenig miissen die Teilchen von der Kugelform 
abweichen. 


§2. Das elektromagnetische Feld eines Ellipsoids, auf das eine 
ebene Lichtwelle fällt. 

In einer unendlich ausgedehnten Wassermenge befinde 
sich ein Rotationsellipsoid aus Gold, dessen Lineardimensionen 
klein gegen die Wellenlänge des Lichts sein mögen. Auf 
dieses Ellipsoid falle eine ebene, linear polarisierte Welle der 
Amplitude 1 und der Schwingungszahl n. 

Dann wird durch das Goldteilchen eine Störung des 
elektromagnetischen Feldes hervorgerufen, die sich unter der 
soeben erwähnten Voraussetzung, daß das Teilchen klein gegen 
die Wellenlänge ist, mittels eines Kunstgriffs von Lord 
Rayleigh?) leicht angeben läßt. 

Dieser Kunstgriff besteht darin, daß man das elektrische 
Feld im Innern des Ellipsoids als quasistatisch ansieht. Um 
es zu berechnen, haben wir also das bekannte Problem zu 
lösen, daß in ein Medium der Dielektrizitätskonstante m,?, in 
welchem ein gleichförmiges elektrisches Feld €, herrscht, ein 
Rotationsellipsoid der Dielektrizitätskonstante m? gebracht wird. 

Machen wir den Mittelpunkt des Ellipsoids zum Ursprung 
eines Koordinatensystems &, 7, ¢, dessen &-Achse in die Richtung 
der Figurenachse des Ellipsoids falle, so wird das elektrische 
Feld im Innern des Ellipsoids 2) 


+ 4a “ 
Hier bedeutet = of 
() 
daS um; mob 


1) Lead Rayleigh, Phil. Mag. (5) 44. p. 28. 1897. 
2) Vgl. z.B. R. Gans, Elektrostatik und Magnetostatik, Math. Enc. 
5. Art. 15, $ 16. p. 329. 
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ae Verhältnis der Dielektrizitätskonstante des Ellipsoids zu 

- der Umgebung. 

oF Ferner ist P eine Größe, die nur vom Achsenverhältnis 

_ des Ellipsoids abhängt, und die für verlängerte Rotations- 
-ellipsoide (Ovoide) den Wert 


P=4n-—* 

für abgeplattete den Wert 
(4) — arc sin e) 


hat, unter e die der Meridianellipse 
mit den Halbachsen A und B verstanden. Es ist also 


e= h 

A 
P’ ergibt sich aus P durch die Beziehung =~ a 
P+2P'=4n. 


Aus der Feldstärke € berechnet sich die Polarisation, 
d.h. das induzierte elektrische Moment der Volumeinheit des 
Ellipsoids nach der Formel Ted 


4a 4a 


so daß das Ellipsoid vom Volumen 7 ein elektrisches Moment 
der GréBe 
(8) BF VE 


darstellt, das sich mit Hilfe von (1) schreiben läßt 


m’? — 


= ™o 4a +(m?—1)P VE, = 9 
1 2 
= ™o 4a + (m”—1) P’ VE, =9' 


m’*— 1 


oder, indem wir Zähler und Nenner mit 3/4 multiplizieren, 


Dr 
= ? 
= 
> d 
(9 
> 
) 
3 
og = 9G, usw 


In, 


nt 


nD, 
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Hier sind g und g’ ohne weiteres verständliche Ab- 
kürzungen. 

In unserem optischen Problem ist m’ das Verhältnis des 
infolge der Absorption des Goldes komplexen Brechungs- 
exponenten des Goldes zu dem als reell angesehenen Brechungs- 
exponenten des Wassers. (Von der Lichtabsorption im Wasser 
ist also abgesehen.) 

Zur Ermittelung der Absorptionskurve einer kolloidalen 
Goldlösung und der in derselben hervorgerufenen Polarisations- 
verhältnisse genügt die Kenntnis des elektrischen Moments 
eines Ellipsoids. 

Wünscht man auch das Feld im Außenraum des Ellipsoids, 
und zwar in Entfernungen, die groß gegen die Halbachsen 
sind, zu kennen, so kann man dies einfach durch Superposition 
der Felder Hertzscher Dipole mit den Momenten fer 
nach bekannten Formeln) brechen. 

(81) 
§ 3. Die Absorption. _ 

Im weiteren nehmen wir ein in der Lösung festes Koordi- 
natensystem x,y,z an. Die ebene Welle pflanze sich in der 
z-Richtung fort und sei in der zy-Ebene polarisiert, d. h. 


nur sei von Null verschieden. 


Es sei ; 
baie t 
2ri (ne - =) 
(11) €,,=e 


unter A’ die Wellenlänge des Lichts im Wasser verstanden. 
Sind die Richtungskosinus der &, 7, ¢-Achsen gegen die 
z, y, z-Achsen durch das Schema 


é a, Os Os 
Yı 1 : 


charakterisiert, so ist 
(12) & = as E,, = P,€,,; €,. = 3 


0: 


1) Vgl. z.B. R. Gans u. H. Happel, Ann. d. Phys. 29. p. 280. 
1909. Formeln (4) und (5). 
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7, und Addition ergibt sich 


kosinus 
(15) — +9'}G,.. 


gleich } und somit der Mittelwert f, von f, 


(16) 
während f, = f, = 0 wird. 


aller Teilchen parallel den drei Koordinatenachsen z, y, 
richtet sind. 
Nun ist die Absorption pro Längeneinheit!) 


ar 9) 
oder mit Benutzung der Werte von g und g’ nach (10) 


seh “3 


(17) h= 


(19) a, = =. a= 


Van setzen. 


l. ce. p. 294 Formel (50). 


und (10) ist iy iH 

18) 


Durch Multiplikation der drei Gleichungen (13) mit bzw. 


ior 


oder mit Benutzung einer der Relationen zwischen den Richtungs- 


Sind die Achsenrichtungen der Ellipsoide nach den Ge 
setzen des Zufalls verteilt, so wird der Mittelwert von «,? 


Zur Berechnung des mittleren Moments, das für die 
Absorption allein in Frage kommt, darf man nach Formel (16) 
also annehmen, daß die Figurenachsen von je einem Drittel 


z ge- 


(18) 1 4 


wenn wir mit Anlehnung an die Bezeichnungsweise Mies 


3 8 
3 + (m P 3 + (m 


1) Vgl. G. Mie, l.c. p. 486 Formel (98) oder R. Gans u. H. Happel, 


: 
PT 
— ZZ 
B je 
| 


ZW, 


pel, 


GR 
4 va § 4. Die Absorptionskurven. 
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NV ist das gesamte Goldvolumen in der Volumeinheit 
der Lösung. Diesem proportional ist die Absorption. 


Setzen wir schließlich noch nie 
(20) 
so bedeutet X die auf die Volumkonzentration Eins berechnete 
Absorption, und ihr Wert ist Jr 
4 6 2 , 
(21) K = Im(- $a, — = 


wenn Up eine Abkirzung fir 

ist. 

Für Kugeln wird P=P’=4n/3, somit nach (19) 

a, =a,’ = m*—1/m"+2, und (21) geht in die von Mie 

gefundene Formel über. 


Mie hat nach den Beobachtungen von Hagen und Rubens 
über das Reflexions- und Absorptionsvermögen des Goldes m’? 
für verschiedene Wellenlängen berechnet. Er findet 


A | E m’? ned 
420 313 0,00 — i 3,20 
| 886 — 0,017— 13,32 
500 374 — 1,60 ~ 72,49 
525 398 — 2,45 — 71,98 
550 412 — 3,20 — i1,57 
600 450 — 4,84 — 71,26 
650 487 — 6,97 — 71,63 


In dieser Tabelle bedeutet 4 die Wellenlänge in Luft, 
i’ die in Wasser. 
Mit diesen Werten habe ich nach Formel (21’) die Größe 
Up für verschiedene Werte von P und daraus nach (21) X für 
verschieden geformte verlängerte und abgeplattete Rotations- 


a, 
die 
(16) 
tal 
gr 
= 


R. Gans. 


ellipsoide berechnet, indem ich die Werte für P und P’ aus 
den Formeln (8) bis (6) entnahm. 
h Die Resultate sind in den folgenden Tabellen niedergelegt. 


Tabelle 2. 


| | 
0,6 | 08 | 1,0 | 141 | 1,2 


P=0 0,2 | 0,4 | 0,5 


rl = 420 64,26 70,09 68,84 65,68 61,20 | 50,77 40,6 36,14 32,14 
é 450 62,10 67,66 | 65,90 62,30 57,80 47,06 37,4 33,17 29,27 

500 | 41,88 58,82 | 57,88 | 84,59 | 87,74 78,27 59,2 49,99 | 42,06 
525 | 31,66 |51,80| 60,49 | 109,1 |124,9 | 111,2 | 69,1 | 52,85 | 40,81 

550 23,94 |45,18 | 64,88 151,7 | 193,5 |125,8 55,2 | 38,27 | 27,78 
.6001117,60 46,30 114,8 392,2 |189,0 | 41,56 164 |11,57| 8,82 
650 21,04 | 90,57 )402,7 116,1 | 45,84 14,44 6,92) 5,18| 4,01 


13 | 1,4 | 15 | 1,8 


P = 1,25 20 22 26 3,0 


A = 420 | 30,84 | 28,51 | 25,55 | 22,87 | 16,70 | 18,78 | 11.52 | 8,29 | 6,97 
450 || 27,48 | 26,02 | 23,16 | 20,72 | 15,10 | 12,41 | 10,88 | 7,47 | 5,68 
500 | 38,69 | 35,88 | 30,07 | 25,48 | 16,44 | 12,70 10,06 | 6,71 | 4,77 
525 | 86,11 | 32,08 | 25,85 | 21,00 | 12,41 | 9,22 7,09 | 4,57 | 3,18 
550 | 24,15 | 21,00 | 16,41 | 13,09 | 7,52 | 5,52 4,22 2,70 | 1,88 
600 7,52 | 6,64 5,31 | 4,81! 2,58) 1,94 1,51 0,99 | 0,70 
650 | 3,59 | 3,25 | 2,65 | 2,20| 1,88 | 1,06 0,84 0,57 0,41 


Verl Verlängerte Rotationsellipsoide. 
Tabelle 3. 


= = = J 

2 0,77 0,8 

5 | 0,40 0,4 

7 0.00 0,0 abe 
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Die Größe K. 
420 40,6 | 41,0 41,8 42,1 42,0 40,4 36,7 
450 | 87,4 | 37,8 38,8 39,1 39,8 88,0 | 5 
500 59,2 59,4 | 57,3 54,0 42,7 39,7 309 
525 69,1 12,3 | 68,8 60,5 41,5 34,5 en 
550 55,2 67,3 83,0 66,7 35,4 26,0 16,7. 
600 16,4 21,6 68,7 136,0 42,7 19,0 8,7 
650 6,92 | 83 18,0 41,1 136,4 32,0 355 


Tabelle 3 enthält in der ersten Kolonne eine laufende 
Nummer für jede Teilchenform, in der zweiten Kolonne das 
Achsenverhältnis der Meridianellipse, in der dritten Kolonne 
die Größe 3/(4)P, die für Felder in Richtung der Figuren- 
achse in Rechnung kommt. 

Die Lösung Nr. 1 z. B. enthält das Gold in Kugelform 
(B/A = 1), die Lösung Nr. 7 in Stäbchenform (B/ A = 0). 

Um die Form der Teilchen unmittelbar anschaulich zu 
machen, habe ich in Fig. 1 die Meridianellipsen allerdings 


Ver- 
längerte Yoh, ata 
= 7 
Ab 3 
Fig. 1. 
Mts a, ite ‘Saji. 


nicht genau konstruiert, aber im richtigen Achsenverhältnis 
unter Markierung der Figurenachse gezeichnet. 

Tabelle 4 enthält für die in der ersten Kolonne angegebenen 
Wellenlängen (in Luft) die Absorptionen, und zwar bedeuten 
die Zahlen den Lichtverlust auf dem Wege 1 mm durch eine 
Lösung von der Konzentration N7=10® (d.h. 1 mm? Gold 
in 1 Liter Wasser), und zwar in Promille. SEIEN 


4 
3 2 
= 
; = 


In Fig. 2 sind die so berechneten Absorptionskurven 
graphisch dargestellt. 
kind, in Ap 160 
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Abgeplattete Rotationsellipsoide. 
= Tabelle 5. 


; 9 0,62 0,8 
- 10 0,38 
adie dowb air 0,29 
0,10 02 
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h Nr. 8 9 10 11 | 12 | 18 14 
420 | 40,6 42,4 46,4 48,3 49,7 49,5 44,9 
4590 | 37,4 89,1 43,6 45,7 47,4 47,6 43,3 
500 | 59,2 62,2 64,0 60,6 41,6 41,4 29,5 
525 | 69,1 82,7 87,4 75,8 42,7 36,0 22,2 
550 | 55,2 89,0 131,5 | 108,9 | 44,8 31,0 16,6 
600 | 16,4 29,5 126,9 | 262,5 77,0 81,2 12,0 
650 | 6,92 | 105 31,0 77,7 | 268,8 | 60,6 14,2 


Tab. 5 entspricht der Tab. 3. Die Lösung Nr.8 z.B. 
enthält Kugeln, Nr. 14 Platten. In der unteren Reihe der 
Fig. 1 findet man die Meridianellipsen mit richtigem Achsen- 
verhältnis gezeichnet. 

Tab. 6 entspricht der Tab. 4, gibt also die Absorptions- 
kurven, die in Fig. 3 graphisch dargestellt sind. 

Auf den ersten Blick fällt die starke Abhängigkeit der 
Absorptionskuren von der Teilchenform auf. Während das 
Absorptionsmaximum bei Kugeln im Grünen liegt, diese also 
rubinrote Lösungen bilden, rückt es bei Verlängerung sowohl 
wie bei Abplattung der Teilchen sofort nach den größeren 
Wellenlängen und wird bedeutend höher, gibt demnach zur 
Bildung blauer Lösungen Anlaß. 

Vergleichen wir die von Steubing an drei roten Lösungen 
aufgenommenen Absorptionskurven (Fig. 4) mit den von uns 
berechneten, so können wir den Schluß ziehen, daß die Gold- 
teilchen in denselben sicherlich genähert Kugelgestalt haben. ') 

Andererseits sehen wir, daß auch sehr kleine Teilchen 
blaue Lösungen ergeben können, was aus der Mieschen Theorie 
nicht folgte, was aber den Beobachtungstatsachen entspricht 
(vgl. W. Steubing, Diss. p. 38), nämlich dann, wenn die Teil- 
chen gedehnt oder abgeplattet sind. 

Bei Betrachtung der Absorptionskurve Fig. 3, Nr. 14, 
welche für kreisplattenförmige Teilchen gilt, erscheint es also 


1) Dieser Satz ist natürlich cum grano salis zu verstehen, da wir 
nur Kugeln mit Ellipsoiden verglichen haben. Es wäre ja denkbar, daß 
die Goldteilchen in Oktaederform vorhanden sind. Aber das können 
wir sagen, daß nicht eine Richtung im Teilchen ihrer Länge nach be- 
sonders bevorzugt sein kann. 
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r mit 
sehr kleinen Teilchen Lamellenform haben, was Siedentopf 
und Zsigmondy’) für nicht unmöglich halten. 
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Die drei roten Lösungen. 
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Fig. 4. 


§ 5. Die Farbe der Goldteilchen. 


Fiir die Ausstrahlung eines Teilchens, auf das eine linear 
polarisierte Lichtwelle der Amplitude 1 fallt, deren elektrischer 
Vektor parallel einer der Hauptachsen des Ellipsoids schwingt, 


_ 


- 
3 + (m’? — 1) 


1) H. Siedentopf und R. Zsigmondy, Ann. d. Phys. 10. p. I. 
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wenn P den Entelektrisierungskoeffizienten für die betreffende 


‘ Figurenachse des Teilchens durch einen analysierenden Nicol, 
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Achsenrichtung bedeutet. 

Dieser Ausstrahlung proportional ist die Lichtintensität, 
die man beobachtet, wenn die Visionsrichtung senkrecht zum 
einfallenden Strahl, aber parallel seiner Polarisationsebene ist.!) 

Ist das Teilchen ganz beliebig gegen den einfallenden 
Strahl orientiert, so werden in demselben Schwingungen in 
allen drei Achsenrichtungen erregt. Blickt man senkrecht zur 


so wird man verschiedene Farbenerscheinungen sehen, je nach- 
dem die Schwingungsrichtung des Nicols parallel oder senk- 
recht zur Figurenachse ist, denn für Schwingungen in diesen 
beiden Richtungen kommen verschiedene Entelektrisierungs- 
koeffizienten P in Rechnung. 

Entnimmt man aus Tab. 3 bzw. Tab. 5 für das Achsen- 
verhältnis einer gegebenen Meridianellipse die Werte für P 
und P’ unter Zuhilfenahme der Formel (6), so kann man nach 
Gleichung (21a) die Ausstrahlung des Teilchens für die ver- 
schiedenen Wellenlängen und somit die Farbe bei gegebener 
Analysatorstellung berechnen. Das ist in Tab. 7 geschehen. 
Als Längeneinheit ist dabei das Millimeter gewählt. oe 


: 


N P=0 02 | 04 | 05 | Oo6 | 08 | 10 | 11 | 12 
4n | | | | 


20 | 9,68 | 10,56 1038 9,89| 922 | 7,65 | 549 4,84 
| 


450 | 7,82 8,51 | 8,29) 7,84 7,27 5,92 | 4,70 | 4,17 | 3,68 
500 | 5,47 7,70 | 7,51) 11,07| 11,48 | 10,24 | 1,14 | 6,54 5,50 
525 | 5,48 8,97 | 10,47 | 18,91 | 21,64 | 19,28 | 11,98 | 9,15 | 7,07 
550 | 5,77 | 10,87 | 15,49 | 36,54 | 46,59 | 80,17 | 18,80 | 9,22 6,68 
600 7,20 | 18,94! 46,93 1160,7 | 77,31 | 17,00 | 6,70 | 4,73 | 3,58 
650 9,73 | 41,90 |186,3 | 58,71 21,20 | 6,68 | 3,20 2,40 1,86 


1) Hr. Siedentopf hatte die Freundlichkeit, mich brieflich darauf 
aufmerksam zu machen, daß es von Wichtigkeit sei, die Theorie auf 
einzeln sichtbare, d. h. submikroskopische Teilchen zu erweitern, während : 
die hier behandelten gegen die Wellenlänge kleine ) ra re 
Teilehen nicht einzeln sichtbar zu machen sind. 
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Tabelle 7 (Fortsetzung). 


22 | 26 | 3,0 
| 


P=1,25' 18 | 14 15 1,8 | 2,0 

4,57 | 4,80 | 3,85 | 344 | 2,52 | 208 | 1,74 | 1,25 | 0,945 
3,45 8,27 | 2,92 | 2,61 | 1,90 | 1,56 | 1,80 | 0,941 | 0,109 
5,06 | 4,68 | 8,98 | 3,88 | 2,15 | 1,66 | 1,82 | 0,878 0,695 
625 5,56 | 4,48 3,64 | 2,15 | 1,60 | 1,28 | 0,791 | 0,588 
582 5,06 8,95 3,15 | 1,81 | 1,88 | 1,02 | 0,651 0,454 
3,07 2,71 2,17 1,76 | 1,05 | 0,798 | 0,617 | 0,406 | 0,288 
1,66 1,50 | 1,28 1,02 | 0,637! 0,492 | 0,390 | 0,265 | 0,190 


Hat man es z. B. mit einem verlängerten Rotations- 
ellipsoid vom Achsenverhältnis 3/4 = 0,57 zu tun, so ist nach 
Tab. 3 (3/4a)P=0,6 und nach Gleichung (6) (3/42) P’=1,2. 
Man erhält also die Farbe des Teilchens, wenn die Schwin- 
gungsrichtung des Analysators parallel der Figurenachse steht, 
aus der mit 0,6 überschriebenen Reihe der vorigen Tab. 7. 
Dreht man den Nicol um 90°, so kommt dann für die Farbe 
die mit 1,2 überschriebene Reihe in Frage. Wie man sieht, 
sind die Strahlungsintensitäten in beiden Fällen ganz ver- 
schieden. In der ersten Analysatorstellung sieht das Teilchen 
rotgelb, in der zweiten grün aus. 

Ähnlich bei abgeplatteten Teilchen. Sei das Achsenver- 
haltnis des Ellipsoids z.B. B/A = 0,29, so ist nach Tab. 5 
(3/4 2) P’ = 0,5, also (3/42) P=2, und die mit diesen Zahlen 
überschriebenen Reihen der Tab. 7 geben die Färbungen für 


die beiden Analysatorstellungen. 
sur‘ 


Tabelle 8 
Die Größe F'/ Fyq5. 


P=0' 02 0,4 0,5 | 06 108 | 10 11 | 18 
1,77 1,18 0,990 | 0,523 | 0,426 | 0,397 |0,511 | 0,595 | 0,685 
1,43  |0,949 | 0,792 | 0,415 | 0,336 |0,307 | 0,393 | 0,456 | 0,521 
0,998 |0,858 | 0,716 | 0,585 | 0,530 | 0,581 | 0,647 0,715 | 0,779 
1,00 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
105 [1,21 | 1,48 |1,98 | 215 | 1,57 | 1,11 | 1,01 | 0,945 
1,31 (2,11 | 4,48 | 8,50 | 3,57 | 0,882 | 0,560 | 0,517 | 0,499 
1,77 | 4,67 |17,8 | 2,84 | 0,980 | 0,846 | 0,267 | 0,262 | 0,263 
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Tabelle 8 (Fortsetzung). 
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a | 
1,3 


0,781 0,778 | 


420 
40 0,552 |0,589 | 0,651 
500 


0,810 | 0,833 | 0,879 
525 1,00 1,00 | 1,00 


550 | 0,930 | 0,910 | 0,883 
600 | 0,492 | 0,489 | 0,485 
650 | 0,266 )0,27r! 0,274 


Da die Zahlen in Tab. 7 so sehr stark variieren, ist 
eine Diagrammdarstellung nicht bequem. Deshalb ist in Tab. 8 
die Strahlung angegeben, indem die Strahlung für A = 525 uy 
gleich Eins gesetzt worden ist, d.h. es ist 7/F,,, tabelliert. 

In Figg. 5 und 6 sind für verschiedene an die Kurven 
angeschriebene Werte von (3/42) P die Resultate graphisch 


niedergelegt. 


AY 


14 | 15 | 1,8 | 20 | 22 | 26 | 3,0 

0,860 0,947 |1,17 [1,80 [1,41 [1,58 | 
0,717 |0,885 | 0,978 | 1,06 {1,19 | 1,28 
0,915 |1,00 [1,04 | 1,07 | 1,11 
1,00 |1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00 
0,867 |0,843 | 0,888 | 0,828 | 0,823 | 0,822 
0,485 |0,491 | 0,497 | 0,503 | 0,513 | 0,521 
| 0,280 |0,297 | 0,808 | 0,317 | 0,385 | 0,344 
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Fig. 5. 
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56. Die Polarisation. 

Um die Polarisationsverhältnisse des von den Goldteilchen 

seitlich ausgestrahlten Lichtes zu studieren, nehmen wir an, 

daß eine ebene linear polarisierte Welle sich in der z-Rich- 

tung fortpflanze und daß die Schwingungsrichtung des elek- 
trischen Vektors mit der y-Achse den Winkel ö bilde. 

An der Stelle z=0 habe die Welle die Amplitude Eins, 

so daß sie sich dort in der Form schreiben läßt 


E, = cos de?=int, 


(22) 
| E, = sinde?=irt, 

An dieser Stelle liege ein Teilchen, in welchem wir, wie 

früher, ein Koordinatensystem &,7,¢ annehmen, dessen &-Achse 

in die Figurenachse fällt. Berater 


} 


> 


Durch Substitution von (22) in (23) erhält man 


Saum 2rin 
in the E, = + «,Sind), 
24) E,= cos 3 + Bs 5), 


E,= e?=irt(y,cosö+ 7, 8in 
N, Bi: den Formeln (10) und (24) ergibt sich j,, f,, fe 


= 9 cos d + Sind) | | | 
„= + sind) | A, | Bs | Bs 
| = g e2zint (y, cosd + y,8in 7, | 
und hieraus durch Multiplikation mit den Koeffizienten der 
neben den Formeln stehenden Kolonnen und nachträgliche 
Addition unter Benutzung der Relationen für die Richtungs 


__kosinus, wenn wir noch die komplexen Größen g und g’ in 
der Form schreiben 


La 


(26) 


(26) g =m," Vle-iv, g=m,? 


fi 
: 
is 
7 
emn 
= 
2 
a) 
£ 
ae 
| 
pet 


rie 


che 
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„= 
a, (@, cos +- a, sind), ah 

i, = V (lcos(2ant— wy) cos(2ant—w)] 
a, (&, cos d+ a, sin d) + m,? Vl’ cos (2 ant—w’)cos 0, 


i, V[lcos2ant—y) — cos(2ant— 


&, (&, cos a, sin 0) + m,? Vi'cos(2ant—w’)sin d. 


Nun denken wir uns einen Beobachter in der y-Richtung, 
d. h. senkrecht zum einfallenden Strahl, blickend, und zwar 
durch einen Nicol, dessen Schwingungsrichtung mit der z-Achse 
den Winkel « bildet, und durch einen Babinetschen Kom- 
pensator, der etwa der x-Komponente gegenüber der z-Kom- 
ponente eine Phasenverzögerung £ erteilt. 

Für diesen Beobachter kommt f, überhaupt nicht in Be- 
tracht, da ein Dipol nicht in der Richtung seiner Achse strahlt; 
von f, und f, kommt nur die Summe der Komponenten in 
Frage, die in die Schwingungsrichtung des Analysators fallen, 
d.h. f,cos&-+ f,sine, aber wohlgemerkt, nachdem an f, die 
Phasenverzögerung § des Babinetschen Kompensators an- 
gebracht ist. 

Das Quadrat dieser Komponente von f ist der Intensität 
des vom Beobachter wahrgenommenen Teiles des. von dem be- 
trachteten Teilchen ausgesandten Lichtes proportional. 

Zunächst wird man den Mittelwert des so erhaltenen 
Ausdruckes über die Zeit bilden, sodann wird man, um natür- 
liches einfallendes Licht zu behandeln, ö alle möglichen Werte 
geben und daraus den Mittelwert berechnen. Schließlich wird 
man auch «,, @,, @, alle möglichen Werte geben, etwa indem 
man 
28) a, =cost, a, =sintdcosp, a, = sind sing 
setzt. 

Das gibt das richtige Resultat, denn da die Teilchen 
regellos liegen, werden sich nicht die Amplituden, sondern die 
Intensitäten der Lichtschwingungen jedes einzelnen Teilchens 
der IV. 37. 
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addieren. Ebenso ist es richtig, J in dem Ausdruck für au 

sz des Momentes alle möglichen Werte zu geben, da 

das linear polarisierte Licht der verschiedenen Azimute, das 
im natürlichen einfallenden enthalten ist, inkohärent ist. 

Auf diese Weise findet man, wenn man noch annimmt, 

daß die Teilchen nur wenig von der Kugelgestalt abweichen, 

4 daß !’— I und yw kleine Größen sind, daß die Intensität 

des durch den Analysator hindurchgehenden Lichtes 
(29) J~ sint+Q 


ist. (Wir schreiben das Proportionalitätszeichen, da wir einen 
gemeinsamen Faktor der beiden Terme fortgelassen haben.) 
Der Ausdruck (29) ist: von der Phasenverzögerung ß des 
Babinetschen Kompensators ganz unabhängig, d. h. es ist 
— in Übereinstimmung mit der Beobachtung — kein ellip- 
tisch polarisiertes Licht vorhanden. : 
Der erste Term der rechten Seite repräsentiert linear 
_ polarisiertes Licht, dessen Schwingungsrichtung parallel der 
z-Achse ist, also senkrecht zu der Ebene durch den einfallen- 

_ den Strahl und die Visionsrichtung. Der zweite Term Q stellt 
natürliches Licht dar. 

Aus Steubings Beobachtungen ergibt sich nun in der 
Tat, daß neben dem von der Mieschen Theorie erwarteten 
linear polarisierten Licht stets ein wenig natürliches vorhanden 
war. Das läßt mit Sicherheit darauf schließen, daß exakte 
Kugelgestalt der Teilchen ausgeschlossen ist, 

x Vergleichen wir die Absorptions- und Polarisationsbeobach- 
tungen mit der Theorie, so ergibt sich aus ersteren, daß die Ab- 
weichungen von der Kugeigestalt nicht groß sein können, aus 
letzteren, daß kleine Abweichungen aber vorhanden sein müsch 
Die Größe Q, welche das Intensitätsverhältnis des natür- 
lichen zum linear polarisierten seitlich ausgestrahlten Licht 
angibt, hat den Wert 
2 124+ 217’ cos(w—y’) 
0) 


¥ 


» . 


8 
3 8 P 


oa Aon bedeutet. 1—Q ist also der sogenannte Polarisationsgrad. 
= 
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Da die Abweichung von der Kugelgestalt klein angenommen 
worden ist, so darf man für verlängerte 


A eih Ise 


setzen, während für abgeplattete oi 


3 3 ; A ig lis 
gilt. 
In beiden Fällen ergibt sich an 2 | 
|m’?— (A-B\' _ BY. 
62) Q@= 0192/3 | 
In der folgenden Tabelle ist A mit Hilfe der von Mie’) 
Werte für |” berechnet. 
420 0,790 0,152 
450 0,805 0,154 
ide 525 3,84 


_ Läßt man linear polarisiertes und nicht natürliches Licht 
einfallen, dessen Schwingungsrichtung parallel der z- Achse 
liegt, d. h. senkrecht zur Ebene durch den einfallenden Strahl 
und die Visionsrichtung, so hat man in den Formeln (27) 
ö=n/2 zu setzen. Im übrigen wird die Rechnung ganz 
analog und man findet anstatt (29) 


bs 650 | 2,42 0,465 ae = 


J ~ sin?t + Q, “ce ure 
| m’? 7/A—B\ kh{A-B\ 
(88) @= 0,096 = | 


“ 
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also die Hälfte für den relativen Betrag des natürlichen 
Lichtes. 

Leider habe ich keine quantitativen Angaben über den 
Polarisationsgrad finden können, aus denen man einen Schluß 
auf die Abweichung von der Kugelgestalt ziehen könnte. ') 
= Die im Vorstehenden gegebenen Rechnungen sollen auch 
für Silberteilchen durchgeführt werden, um zu sehen, ob man 
aus der Farbe derselben Aufschluß über ihre Form im kolloi- 


dalen Zustande bekommen kann. 
Straßburg, den 15. Januar 1912. 

1) Hr. Steubing hatte die Freundlichkeit, mir brieflich mitzuteilen, 
daß bei einfallendem natürlichen Lichte der nicht polarisierte Anteil des 
seitlich zerstreuten Lichtes weniger als 1 Proz. des polarisierten Anteils 
betragen habe. Wenden wir diese Angabe auf 4 = 550 uu an, so folgt 
aus Formel (32) und Tab. 9, daß jedenfalls B/A > 0,9 gewesen ist, d.h. 
daß die Teilchen weniger von der Kugelgestalt abgewichen sind, als das 
in 1 Nr. 2 Ellipesid, 


{ 
wae Li j t 
polaris 
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008, Über totale Reflexion; 
won W. von 
h via. 
j- j. sibs 1. Einleitung. 
Hr. W. Voigt gibt in seiner Arbeit!) eine sehr inter- 
essante Anordnung an, welche es ermöglicht, das bei der 
Totalreflexion in das zweite Medium eintretende Licht nach- 
h zuweisen. Da das Folgende gewissermaßen als Fortsetzung 
“ der Untersuchungen des Hrn. Voigt betrachtet werden muß, 
rt so wollen wir in Kürze einige Stellen der Arbeit von Hrn, 
h. Voigt wiederholen, und zwar diejenigen, die für das Folgende 
13 


maßgebend sind. 

Gegeben sei ein Prisma abcd mit einer stumpfen Kante 
inc. Das Licht falle in Richtung des Pfeiles so ein, daß 
auf den Seiten dc und cd Totalreflexion 
stattfindet. Die Beobachtung ergibt, daß | 
die Kante c leuchtet, und zwar maximal 
ungefähr in der Richtung ci.2) Weiter 
bemerkt Hr. Voigt’): „Am nächsten läge 
wohl die Auffassung des Problemes als 
eines Falles von Beugung, insofern die 
letzte ungestörte ebene inhomogene Welle 
im zweiten Medium, die in der Fig. 1 
durch die Gerade cm angedeutet ist, als 
Lichtquelle für den Raum zwischen ihr Fig. 1. 
und der Prismenfläche cd angesehen 
werden darf.“ Nun bemerkt Hr. Voigt, daß die Rolle, welche 
die Grenzfläche cd bei diesem Vorgang spielt, ziemlich unklar 
ist. Nehmen wir aber ein Prisma von der Form abce bzw. 
ein rechtwinkliges Prisma abca, so würde die Wirkung der 


1) W. Voigt, Ann. d. Phys. 67. p. 185. 1899. iqs.lü 
2) l. c. p. 188—189. = i.q 


J 
4 Tr 
2 
4 


Gow W.v.Ignatowsky, 
zweiten Grenzfläche ce bzw. ca des Prismas dabei auf 
das äußerste reduziert, wahrscheinlich vollständig eliminiert 
sein. 

Wir wollen deshalb für das Folgende ein Prisma von der 
Form abcea bzw. abca annehmen, die inhomogene Welle cm 
als Lichtquelle für den Raum ecm bzw. unterhalb acm be- 
trachten und die Wirkung der Fläche ec bzw. ac vernach- 
lässigen. Berücksichtigen wir noch die Untersuchung von 
Hrn. Voigt über das durch die Kante, die doch schließlich 
eine Zylinderfläche von sehr kleinem Radius ist, durch ge- 
wöhnliche Brechung durchgegangene Licht), so müssen wir 
annehmen, daß die Beobachtungen am besten in dem Winkel 
raum ec! bzw. ac! ausgeführt werden, eventuell auch über cl 
hinaus, aber nicht zu nahe an die Richtung cr, die parallel 
dem einfallenden Lichte ist. 

Daß diese Annahmen eine Annäherung an die wirklich 
eintretenden Verhältnisse darstellen, folgt schon daraus, daß 
an der Kante selbst eine Störung der oben erwähnten inhomo- 
genen Welle eintritt, weil wir dort eben, in strengem Sinne, 
keine totale Reflexion haben werden.®) Die Berechtigung für 
unsere Annahmen kann nur durch das Experiment bewiesen 
werden und diesbezüglich verweisen wir auf die an diese 
Arbeit anschließende experimentelle Untersuchung. 


On 


§ 2. Theorie. 

Wir denken uns die Z-Achse eines Koordinatensystems 
(Fig. 2) zusammenfallend mit der Kante c des Prismas. Die 
X-Achse soll normal zur Fläche cd des Prismas und nach 
dr außen hin gerichtet sein. Dann fällt die Fläche ed mit der 
as £ ZY-Ebene zusammen. Innerhalb des Prismas falle eine ebene 
Hz Welle in Richtung des Pfeiles unter dem Winkel p auf die 
Z Y-Ebene. 
Wir müssen nun zwei Fälle unterscheiden. A it 
I. Fall. Die elektrische Kraft € ist parallel der Z-Achse. 


1) l. c. p. 198. 
2) 1. e. p. 197—198. 
8) Cl. Schaefer u. G. Gross, Ann. d. Phys. 32. p. 648. 1910. 
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Es ist dann 
(1) =f. rot) 


wobei 7 die Periode, A die Welleulänge und n den Brechungs- 
exponenten bedeuten. 
(8) a, = ysing — 20089. 


| 4 rinche 
Fig. 2. { 


Für die reflektierte elektrische Kraft erhalten wir 28] 


(5) a, = — ysiN — 
und fir die gebrochene 
Es ist allgemein 
OE at 
m 7 = 


Halter tab 


or 


Aus (6) und (7) folgt dann, da n = Ye ist, 
(8) a? = p* — m?, 


Aus der Grenzbedingung für die elektrische Kraft ergibt 
sich (für z = 0) 


(9) A, eimsinp + A, 200908) 
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und da dies für beliebige y gelten muß, so folgt ee. 


(10) p, sing =m 
und 
(11) ir. wollen A, +4, = A. 
Aus (10) und (8) ergibt sich 
(12) 


Ist n* sin? gm > 1, haben wir also Totalreflexion, so muß sein 


(13) —1. 

Aus den Grenzbedingungen fiir die magnetische Kraft 
ergibt sich: 
(14) np(A,— A,)cosy = A,« 


Es folgt dann aus (14) und (11) Fi 
A 4 ncosp + Vn*sin® —1 


(15) 
2npcoea _ 2 cos p 
A, A, ncosp — Vn*sin?g —1’ 
und demnach al 
(16) = £4, e~ sin? elot+ynpsing), 


Für die Komponente der magnetischen Kraft der gee 
brochenen Welle längs der X-Achse ist 


ST, Fall. Die magnetische Kraft ist parallel zur ZAchse, 
Die magnetische Kraft der einfallenden Welle ist: _ 


und der reflektierten 2 
(19) t. A,’ Pt bar {3} sırÄ 


wobei 4,’ die Amplitude der einfallenden elektrischen ‚Kraft 
bedeutet. Für die gebrochene Welle erhalten wir a dois 


pr A,’ @ m+2a 


= = 
R- 
ı 
_ 
3 
| 7 7 
on 
' 


Totale Reflexion. 
3 

Die Größen a,, a, und « bestimmen dich wie früher, und 
aus den Grenzbedingungen erhalten wir 


(21) + = 4,’ 
(22) (4. — 08) 
Hieraus folgt 
1 —na cp — ni sin* — 1 
und 
, 2PncCosp 2 cos 
24) A, = A —*——_ = 
4, I — ne cos — in — 1 
Aus (20) ergibt sich für die gebrochene elektrische Kraft 
A,’ A,’ 
25) =- —_ eiwitymtza) 4 j — ei(ot+ym+aa) 


Den Annahmen von § 1 zufolge wollen wir als Lichtquelle 
diejenigen Werte für die magnetische bzw. elektrische Kraft 
annehmen, die sich aus den Werten der gebrochenen Welle 
fir „=0 ergeben. 

Ein Punkt P, welcher unterhalb der X-Achse liegt, habe 
die Entfernung R = OP vom Koordinatenanfang. Der ent- 
sprechende Einheitsvektor R, ist von P nach O gerechnet. 

Um die Lichterregung im Punkte ? tatsächlich zu be- 
rechnen, benutzen wir die von mir früher abgeleiteten Inte- 
grale (31) und (33), § 10 meiner Arbeit?), in welchen wir ds 
statt dr und 3, statt i setzen können. Da nun die Ampli- 
tuden mit wachsendem z sehr rasch abnehmen, so brauchen 
wir nur ein sehr kleines Stück der X-Achse zu betrachten 


und können deshalb schreiben (Fig. 2) hen 
Ry = cos (KR, j) = sind, teh 
(R, j) = cos #. (08) 


Bezeichnen wir für den ersten Fall die Komponente der 
magnetischen Kraft längs der X-Achse mit 9’, und diejenige 


1) W. v. Ignatowsky, Ann.d. Phys. 25. p. 116. 1908; 26. p. 1081. 
1908, 
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der Kraft längs der Z-Achse durch Z’, :so er- 


halten wir (der Faktor ei=* ist weggelassen) aus (17) und (16); 


= 0) 
| : h 
und 
(30) Z 4, e- =P Vn? sin! = e- zprD, 
2n cos 
(81 = 


Die Funktionen Q,, Q, und Q,’, die in den zitierten Inte- 
 gralen vorkommen, reduzieren sich für große Argumente zu: 


-i(ez-4) 
Vera" 


. 
sıloein 
1 2 2p RB‘ 
_ wobei jetzt R dem r in (26) entspricht. Da wir nur längs 
einem sehr kurzen Stück der X-Achse zu integrieren haben, 


so können wir in den Nennern von (32) und (83) r= A setzen 
und in den Exponenten von e den Ausdruck (26) für R und 


erhalten deshalb statt (32) und (33) re 

Aid Q =i Penge ay 

un 

tifedaph 

(83a) 


 wonun R=OP ist. 
Aus den Integralen (31) § 10 meiner Arbeit und 1%) und 
(80) erhalten wir dann, unter Berücksichtigung, daß n = j ist: 


Vor‘ ( Act ) Dein d — 
x, 


izpeos®-zpy.dr 
Q 


a 
| 
| 
4 
| 


Totale Reflexion. 


i (wt+Z -pR) 


a pDsin®—- (Co 


2pR 
Und endlich, da e-=rr sehr klein ist: 


— 1}, 


| 
2np 2pR icas-y 2 
Ganz analog erhalten wir aus dem zweiten Integral (31) 
g10: 
ap 
p Dsin t Deos*$ , 


Bezeichnen wir durch v, einen Einheitsvektor senkrecht zu ” 
(Fig. 2), so wird sein ) aegoW 


36 cos F + R, sind, 
i=—R,cos?+ sind. 


Hieraus und aus (31) erhalten wir statt (34) und (35) 


(87 2ncosg(nsing + sin 9) 
V 2pR (cos — y) (n cos — iy) 


und } 
as §,=¢ (nsing + sind 
| wl 2” cos p 
pR pR (¢cos — y) (n cos — iy) 


Wir erhalten dann laut § 51) für den zeitlichen Mittelwert des 
Poyntingschen Strahlungsvektors 


(39) = R, A,? cos* p(n sin m + sin 9) hag 
ı 7 16 Ra (n*— 1) (main g — sin 9) 


und für den zeitlichen Mittelwert des Quadrates der dihischih 
Kraft 


n? cos’ p(nsing + sin 9) 
(40) = 4,’ 4npRn’- 1)(msing — sind) 


Wir gehen jetzt zu dem Fall II über und erhalten aus 
den Integralen (33) § 10, falls wir setzen: 


1) d. Phys. 23. p. 891. 1907. 


q 
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‘sy 
a 
= 
b 
=e 
bi 
A 
= ae } 


ne) =— 


A,’ a eiza — Ce-rr 


eiza = De 


8 = is m eiza _ Me-p7 a 
p 
wie leicht aus (20) und (25) folgt, 2 


(42) Cp®, + + Mp 
2apV 2pR tcosd — 7 


und 


| D'o [8 Mpt 


wobei wir das letzte Glied in (33) § 10 ek haben 
wegen pF im Nenner. 
Wegen (24) und (36) folgt statt (42) und (43) 
- an V 2pR | 


cos (msin + sin F) + (ir = cos 
(¢cos — y) (cosp — iny) 


2ncosp(nsing + sind) 


Fir den Mittelwert des Poyntingschen bh 

folgt dann: 
n? cos! p(n sin + sin 9) 

P. Ry 4, 16n? Ro (n? — 1) (n? sin? 9 — cos*q) (n sing — sind) 

A,'’n? cos!p cos 


— Ra (n* — 1) (n* sin — contg) 

und fir den Mittelwert des elektrischen Kraft i ‘ 

A,’? n° cos? sin 
sin’ — cos" (sing — ein) 


Wir berechnen noch fir beide Fille den zeitlichen Mittel- 
wert des Quadrates der magnetischen Kraft und erhalten fir 
den ersten Fall aus (38) unter Vernachlässigung der ima 
Glieder in der Klammer, wegen p R% im Nenner vr 


n? cos? sin + sin 9) 
4np Re*(n*— 1)(nsinp — sind) 


> = 
. 
. 
‘ 
a 
= 
a: 
as 
2 48 
: 


J. 


ROT Totale Reflexion. 


Und für den zweiten Fall f gis 
n? cos? sin + sin 9) 2 
4np Re*(m* — 1)(n sin — sin 9) (n? sin? — cos? g) 


(49) H, = 


§ 3. Zusammenfassung. 


Wir nehmen an, das Licht falle senkrecht zur Fläche ab 
(Fig. 1) in das Prisma ein. Bevor es in das Prisma eintritt, 
habe die elektrische Kraft die Amplitude: 


Für den ersten Fall 2,, 


(8) 
zweiten „ B,. REM 
“iW 

5 


” ” 


Dann ist bei senkrechtem Einfall 


A= 25, 
erges. 1 te 


Berechnen wir die Energie der Strahlung mit Hilfe des 
Poyntingschen Vektors, so ist die Intensität der einfallenden 
Strahlung: +} 


| Für den ersten Fall: J, = 


’ 


(2) 
| B; (1 + A, 


wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. 

Berechnen wir anderseits die Energie aus dem Mittel- 
werte des Quadrates der elektrischen Kraft, so erhalten wir 
für die einfallende Strahlung 


| Für den ersten Fall: J, = in 


_ (tna? 
8 ’ 

_ 
2 8 

Wir denken uns das aus dem Prisma austretende Licht 
mit einem Polarisationsphotometer, z. B. nach Martens, 
beobachtet. Die Achse des Instrumentes falle mit der Rich- 
tung von OP zusammen. Wir haben dann die Möglichkeit, 
das Verhältnis der Intensitäten des in der Hauptebene und 
senkrecht dazu polarisierten Lichtes zu bestimmen. 

Nehmen wir als Maß der Intensität den zeitlichen Mittel- 
wert des Quadrates der elektrischen Kraft, wie man dies 


(3) 


| „ zweiten „: 


. 
gi 
| 
# 
7 1 
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| 7 
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eventuell nach den Versuchen von O. IRRE ve 
könnte), so erhalten wir aus (40) und (47) § 2: 


(4) K= 4 — cos*g) (nsing + sin 9) 


Falls wir den Poyntingschen Vektor zugrunde legen, 
erhalten wir aus (39) und (46) $ 2, wobei wir in (46) das zweite 
Glied nicht berücksichtigen dürfen, da dasselbe eine zur Blick- 
richtung senkrechte Strahlung darstellt: 

J, n°’sin’p — cos?» 


(5) K, 


Wir können endiich zugrunde legen den zeitlichen Mittel- 
Foe wert e der gesamten in einem Volumenelement enthaltenen 
Energie. 


(6) 20 | 


Aus (40), (47), (48) und (49) erhalten wir deshalb F 


(7) S3nsinp + sind 
& 2(n*sin®@ — g)(nsing + sin 


Die Formeln (4) und (7) ergeben uns eine Abhängigkeit vom 
Winkel 9%. Hierdurch sind wir in den Stand gesetzt, eine 
experimentelle Entscheidung zwischen (4) und (7) einerseits und 
(5) anderseits zu treffen. Wir verweisen diesbezüglich auf die 
folgende Arbeit. 

Berlin, Januar 1912. 


1) O. Wiener, Wied. Ann. 40. p. 208. 2 
(Eingegangen 22. Januar 1912.) 
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piptiiel anifteh ‚gie: 
4. Experimentelle Untersuchungen 
zur Totalreflexion; 

von W.v. Ignatowsky u. E. Oettinger. — 


In der vorangehenden Arbeit ist von dem einen von uns auf 
Grund gewisser Näherungsannahmen eine Theorie des bei 
Totalreflexion in das zweite Medium eindringenden Lichtes 
entwickelt worden. Speziell wurde diesen Betrachtungen die 
Voigtsche Anordnung, dieses Licht der experimentellen Unter- 
suchung zugänglich zu machen, zugrunde gelegt. Wir sahen 
dabei, daß sich der Untersuchung dieses Lichtes auch eine 
theoretisch interessante Seite abgewinnen läßt, indem nämlich 
die besondere Natur der in das zweite Medium von der Kante 
aus zerstreuten Lichtwellen die Entscheidung der wichtigen 
Frage ermöglicht, ob man als „Energie eines Lichtstrahles“ 
den Poyntingschen Vektor, wie dies wohl den Anschauungen 
der elektromagnetischen Lichttheorie am besten entsprechen 
würde, oder die elektrische bzw. Gesamtenergie pro Volumen- 
einheit anzusehen hat, oder mit anderen Worten, von welcher 
von diesen Größen die auf unsere MeBapparate, bzw. die auf 
unser Auge einwirkenden Lichtwirkungen abhängen. Im all- 
gemeinen werden sich bei optischen Untersuchungen alle drei 
Auffassungen der Lichtenergie als identisch erweisen, und sind 
auch in der Tat sämtlich in der Literatur nebeneinander ver- 
treten. In unserem Falle aber, den man anschaulich als einen 
Fall von Beugung von Lichtwellen, bei denen — und das ist 
das Unterscheidende von den gewöhnlichen — die Flächen 
konstanter Phase mit denen konstanter Amplitude nicht 
zusammenfallen, bezeichnen kann, treten, wie vorher eingehend 
gezeigt wurde, auch longitudinale, d.h. in der Blickrichtung 
gelegene Komponenten der elektrischen Kraft auf. Definiert 
man nun die Lichtenergie als den Poyntingschen Vektor, 
% fallen diese bei der Berechnung ganz von selber und 


> 


5 
| 
E 
d 
| 
| 
2% 
ä 
< 
DE 
> 
. 
2 
; 
22 
4 
£ ie = 


W. v. Ignatowsky u. E. Oettinger. 


naturgemäß heraus, definiert man sie aber als Energie pm 


- Volumeneinheit, so liegt ein Grund dafür, diese letzteren für 
die Berechnung fortzulassen, nicht mehr vor, und so ergeben 
sich zwischen den verschiedenen Auffassungen Unterschiede, 
_ die das Experiment entscheiden kann. Wir sahen in der 
vorigen Arbeit, daß in dem ersteren Falle (Poyntingscher 
Vektor) das Verhältnis der Intensität des in der Hauptebene 
_ und senkrecht dazu polarisierten Lichtes bei senkrechter Inzidenz 
auf die vordere Prismenfläche (vgl. § 3 Formel (4) und (5) 


im zweiten Falle (Mittelwert der elektrischen Energie pro 


Volumeneinheit) 
a 1 2 nsin 
2) J, —cos*p nsing + sind 


a 
und im dritten Falle (Mittelwert der Gesamtenergie pro Volumen. 
einheit) 

(3) k A, 8nsin + sin 
2 (n* sin® — (m sin + sin F) 


ist, wobei die Buchstaben die in der vorigen Arbeit angegebenen 
Bedeutungen haben. Die Messung der Größen & etwa mit 
einem Polarisationsphotometer muß somit die aufgeworfene 
Frage entscheiden. 

Die Formeln sind nun ihrem ganzen Bau nach voneinander 
grundverschieden. In der ersten, für den Poyntingschen 
Vektor charakteristischen ist z. B. das Intensitätsverhältnis 4 
nur von dem Brechungsexponenten z und dem Winkel 9, unter 
dem die Totalreflexion stattfindet, abhängig, hängt dagegen 
überhaupt nicht von dem Winkel 9, unter dem beobachtet 
wird, ab; während die Formeln (2) und (3) eine solche Ab- 
hängigkeit von 9% wohl enthalten. 

Die experimentelle Untersuchung des im zweiten Medium 
zerstreuten Lichtes wurde nun von uns, wie bereits erwähnt, 
auf photometrischem Wege vorgenommen. Dieser Umstand 
erfordert nun noch eine Einschränkung bei der Diskussion 
unserer Resultate. Wir können nämlich bei unserer Diskussion 
streng genommen nicht auf die Energie eines Lichtstrahles 
schlechthin schließen, sondern nur die Frage entscheiden, 
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0 welche der oben erwähnten Auffassungsmöglichkeiten für die 
r photometrischen Versuche zutrifft, d. h. welche Größe, Poyn- 


M tingscher Vektor oder Energie pro Volumeneinheit auf das 
e, Photometer oder auf unser Auge wirksam ist. Dagegen ist 
_ z.B. für diejenige Größe, welche für die chemischen, photo- 
or elektrischen usw. Wirkungen des Lichtstrahles charakteristisch 


8 ist, noch keine bestimmte Aussage möglich. Es ist ja aber 
12 wohl bis zu einem gewissen Grade wahrscheinlich, daß alle 
Lichtwirkungen von einer und derselben elektromagnetischen 
Größe bedingt werden, und daß daher unsere Resultate auch 
eine allgemeinere Bedeutung haben. 

Die experimentelle Anordnung war sehr einfach. Das 
re Licht einer kleinen Kohlenbogenlampe wurde mittels einer 
Linse auf den Spalt des Kollimatorrohres eines kleinen Spektro- 
meters konzentriert und von der Linse des Kollimators parallel 
gemacht... Dieses parallele Lichtbündel fiel alsdann senkrecht 
D- (bei einigen Versuchen auch unter einem bestimmten Winkel 
geneigt) auf die Basisfläche eines Glasprismas und wurde dann 
an einer oder beiden Seitenflächen des Prismas total reflektiert. 


Die scharfe Prismenkante beugte dann — genau wie in der 
en Anordnung von Voigt — die bei der Totalreflexion auftretende, 
nit in der Grenzfliche zwischen den beiden Medien verlaufende 
ne Lichtwelle in das zweite Medium und gab dort Veranlassung 


zu einem diffusen Lichtbündel. Die Kante des Prismas leuchtete 
ler von dem zweiten Medium aus betrachtet intensiv und war, 
en wie dies auch Voigt schon beobachtet hat und wie dies auch 
k, in Übereinstimmung mit der Theorie steht, rötlich gefärbt. 
ter Um nicht durch Staub oder andere Einflüsse bereits partiell 
en polarisiertes einfallendes Licht zu erhalten, wurde, statt mit 
tet natürlichem Licht zu arbeiten, auf das dem Prisma zugewandten 
\b- Kollimatorende ein Nicol aufgesetzt, dessen Polarisationsebene 
unter 45° gegen die Kante geneigt war. An Stelle des Fern- 


1m rohrs war auf dem Spektrometer ein Polarisationsphotometer 
nt, nach Martens!) befestigt. Da nun die Prismenflächen in 
nd keinem Fall so sauber zu erhalten sind, daß ihre dem zweiten 
ion Medium zugewandte Seite nicht etwas, wenn auch im Vergleich 


zur Kante schwach leuchtet, so schien es wünschenswert, dieses 


1) F. Martens, Physik. Zeitschr. 1. p. 299. 1899—1900. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 59 7 ‘ 
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Spalt eingebaut. Sodann wurde zwischen Prisma und diesem 


senkrecht zur Prismenkante stand, und dann auf gleiche Hellig- 


‘ 


W. v. Ignatowsky u. E. Oettinger. 


von den Seitenflächen herstammende Licht nach Möglichkeit 
abzublenden. Zu diesem Zwecke wurde in das vordere Ansatz- 
rohr des Martensschen Photometers ein in horizontaler 
Richtung verschiebbarer, mit einer Stellschraube versehener 


letzteren Spalt eine Linse so angebracht, daß die Prismen- 
kante gerade auf.die Spaltöffnung abgebildet wurde, während 
das von den Prismenflächen ausgehende Licht völlig durch 
die Spaltbacken abgeblendet war. 

Die Beobachtung wurde nun folgendermaßen ausgeführt: 
Zuerst wurde mittels einer Gipsplatte und einer seitlich auf- 
gestellten Glühlampe natürliches Licht auf das Polarisations- 
photometer einfallen gelassen, das Photometer um seine Längs- 
achse so gedreht, daß die Trennungslinie, die das Gesichtsfeld 
im Photometer in zwei Hälften teilt, horizontal d. h. also 


keit beider Gesichtshälften eingestellt. Alsdann wurde bei 
direkter Beleuchtung mit der kleinen Bogenlampe der Nicol 
so orientiert, daß wieder im Photometer gleiche Helligkeit 
herrschte. Nunmehr war der Nicol in der gewünschten Weise, 
nämlich so, daß seine Polarisationsebene mit der Kante einen 
Winkel von 45° bildete, orientiert. Sodann wurde das Prisma 
mit der brechenden Kante dem Photometer zugewandt, auf 
den Spektrometertisch gestellt und nach Einstellung des oben 
erwähnten Spaltes und Linse am Photometer in verschiedenen 
Richtungen nach beiden Seiten hin das Verhältnis & der Inten- 
sitäten des in der Hauptebene und senkrecht dazu polarisierten, 
von der Kante zerstreuten Lichtes bestimmt. Das Photometer 
wurde dabei in jeder Beobachtungsrichtung in allen vier 
Quadranten auf gleiche Helligkeit eingestellt, und dann wurde 
in folgender Weise aus den so erhaltenen vier Ablesungen das 
Mittel gebildet. Seien die Ablesungen am Photometer z. B. 
a=54° 126° 284° 305° 
so bildet man: 


— 126 (305— 180) 


und daraus als tatsächliches Mittel Aue > 
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t Jede der später angegebenen Zahlen ist als Mittel solcher 
vier Einzelablesungen am Photometer erhalten. Zwei auf- 
t einanderfolgende Messungsreihen gaben im allgemeinen eine 
r Übereinstimmung bis auf +4°. Entfernte man sich von der 
n geraden Durchsicht sehr weit, so wurde das zerstreute Licht 
| viel schwächer und damit die Einstellung auch ungenauer. 

d Es war sehr schwierig, für diese Beobachtungen geeignete 
Prismen zu erhalten. Vor allem kam es natürlich auf mög- 
lichst scharfe, tadellos geschliffene Kanten an!); jede Unregel- 
t: mäßigkeit, wie etwa ein Ritz oder eine ganz leichte Beschädi- 
f. gung stérte die Beobachtungen sehr stark. Es wurde jede 
3 Kante unter dem Mikroskop auf ihre Güte geprüft. Wir 
% probierten alle drei von Voigt in seiner oben zitierten Arbeit 


ld angegebenen Prismenformen aus (vgl. auch die Abbildung in 
30 der vorigen Arbeit). Die beiden stumpfwinkligen Formen 
g- stellten sich als für unsere Zwecke nicht sehr brauchbar heraus 
ei Einmal aus den bereits in der vorigen Arbeit erwähnten theore- 


ol tischen Gründen, daß nämlich der Einfluß der zweiten Grenz- 
it fläche vermutungsweise bei ihnen stärker hervortritt, sodann 


€, aber auch aus den rein praktischen Gründen, weil es einerseits 
en schwerer ist, am stumpfen Winkel eine scharfe Kante zu schleifen, 
na und andererseits, weil durch innere Reflexionen und Brechungen 
uf bei diesen Prismenformen verhindert wurde, daß man in einem 


en größeren Bereich um die Prismenkante herum beobachten 
en konnte. Wir wandten daher für die endgültigen Messungs- 


D- reihen ausschließlich rechtwinklige Prismen an. Dabei ließ 
en, sich im übrigen leicht der Einwand, daß etwa direkt durch 
ter die Kante, die ja in Wahrheit etwa einer kleinen Zylinder- 
ler fläche vergleichbar ist, hindurchgehendes Licht die Erscheinung 


de störend beeinflußt, dadurch widerlegen, daß in dem Bereiche, 
las wo dies der Fall ist, der am Photometer gemessene Winkel 
B. sofort 45° zeigte. Da unsere gemessenen Werte meist über 
50° lagen, so mußte sich direktes Licht, sobald es vorhanden 
war, stark bemerkbar machen. Sehr wichtig war auch eine 
gute und sorgfältige Reinigung sämtlicher Prismenflächen. 


1) Sämtliche Prismen wurden uns von der Firma C. P. Goerz, 
Friedenau, zur Verfügung gestellt, der wir für dieses Entgegenkommen 


zu großem Dank verpflichtet sind. 
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Gewöhnlich erhielten wir diese, indem wir das Prisma eine 
Zeitlang in kalter konzentrierter Salpetersäure stehen ließen, 
dann mit destilliertem Wasser und absolutem Alkohol gut 
abspülten und mit einem sauberen weichen Leinentuch gut 
abtrockneten. Die Prismen durften an der Vorder- und ap 
den Seitenflächen nur ein ganz schwaches Leuchten zeigen, 
Besonders störend machen sich bei diesen Experimenten auch 
Staubteilchen und kleine Fäserchen, sobald sie auf oder in 
der Nähe der Kante liegen, bemerkbar. Solche Teilchen geben 
nämlich zu Beugungs- und Zerstreuungserscheinungen nach 
Art des Tyndallphänomens Veranlassung und rufen eine starke 
Abhängigkeit der am Photometer gemessenen Winkel, d.h. des 
Intensitätsverhältnisses A von dem Gesichtswinkel hervor, 
und verhindern dadurch absolut eine Prüfung und Entscheidung 
zwischen den Formeln (1) und (2. Um diesen Effekt zu 
demonstrieren, bestäubten wir die Kante eines vorher sorg- 
faltig nach der oben angegebenen Methode gereinigten Prismas 
mit Bärlappsamen und erhielten dann 
= 110° 542, 


für 9 = 125° 


wobei # den Beobachtungswinkel (vgl. die vorige Arbeit) und 
« den am Photometer abgelesenen Winkel bedeutet, der zu 
dem Verhältnis A der Intensitäten des in und senkrecht zur 
Hauptebene polarisierten Lichtes folgende Beziehung hat 


(4) k= tg?a. 


Das mehrmals hintereinander vorgenommene Reinigen und 
Abreiben mit einem weichen Leinentuch änderte im allgemeinen, 
d.h. wenn die Flächen staubfrei waren, nicht viel an den ge- 
messenen Werten von @ So fanden wir z. B. — um ver 
gleichbare Angaben zu erhalten immer in der Richtung der 
Kante, d. h. der nach der vorangehenden Arbeit günstigsten 
Beobachtungsrichtung beobachtet — bei wiederholtem Reinigen 
die folgenden Werte für « ir 
a= 542° 545° 538° 55,0%. 
Die endgültigen Messungen wurden teils mit weißem, teils 
mit Licht, das durch ein nur rote und gelbe Strahlen bindurch- 
lassendes Farbenfilter gegangen war, ausgeführt. Das Farben- 
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filter wurde bei den letzteren Versuchen zwischen Kollimator- 
spalt und Bogenlampe gebracht. In erster Linie sollte unter- 
sucht werden, ob die am Photometer gemessenen Werte « 
und mithin die Größe k von der Beobachtungsrichtung 9 ab- 
hängt, wie Formel (2) dies verlangt, oder völlig unabhängig 
ist, wie dies Formel (1) entsprechen würde. Zur Verfügung 
standen vier sehr gut ausgeschliffene rechtwinklige Glasprismen, 
von denen zwei für gelbes Licht den Brechungsindex np = 1,46, 
zwei den Brechungsindex np = im ‘haltop. Es ergab sich für 
die ersteren beiden: 


af 

weißes Licht rotes Licht | weißes Licht rotes Licht 
I. a = 49° I. «= 52° 540° 
51 51,5 54,5 if 


und für die stärker brechenden: 


weißes Licht rotes Licht weißes Licht rotes Licht _ 
Ill. a = 54° 56,0° IV. a =54,0° 57,0° 
56 57,0 55,5 56,5 
54,2 57,0 > 
55, 57,0 55,0 * 58,0 


i 
Dabei en von # = 90° bis etwa + = 135° (vgl. Fig. 2 
der vorigen Arbeit) in nahezu gleichen Abständen gemessen. 
Nach Formel (1) müßte nun eine völlige Unabhängigkeit vom 
Winkel statthaben; Formel (2) und (3) hingegen würden für 
einen mittleren Brechungsindex von 1,5 berechnet eine kontinuier- 
liche, um + = 90° symmeirisch gelegene Abweichung von 2 bis 3° 
in unserem Beobachtungsintervall ergeben. Betrachten wir 
die vorliegenden Meßreihen, so ist besonders in denen für rotes 
Licht, auf die naturgemäß ein größerer Wert zu legen ist, 
von einer solchen systematischen Änderung von @ nichts zu 
merken, da die Abweichungen unregelmäßig verteilt sind und 
im Mittel kaum einen halben Grad übersteigen. 

Unsere Resultate sprechen also mit größter Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß die Beobachtungen durch Formel (1) und 
nicht durch Formel (2) oder (3) dargestellt werden, oder mit 
anderen Worten, daß der Poyntingsche Vektor die für die 
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a’ 


Photometerwirkungen charakteristische Lichtstrahlenergie dar- 
stellt und mißt. 

Wir wollen nun aber noch ganz kurz untersuchen, wie 
weit eine numerische Übereinstimmung zwischen der Formel (1) 
und unseren Experimenten vorhanden ist. Zu diesem Zwecke 
bedenken wir, daß man nach Formel (1), die auf unseren Fall 
angewendet, folgendermaßen lautet 


1 


n* sin® — cos* 


(5) = 


bei gegebenem Brechungsindex n des Prismas und gegebenem 
Winkel g den am Polarisationsphotometer abgelesenen Winkel 
berechnen kann, da 

k= tg’a 


ist, oder daß man aus dem gemessenen Winkel & und dem 
bekannten Winkel 9 den Brechungsexponenten n des Prismas 
nach folgender Formel finden kann: 


2,0% rare sin? b 


Gegen die allgemeine Formel (1) ist der Unterschied vorhanden, 
daß J, = J, gesetzt ist entsprechend der Tatsache, daß bei 
unseren Versuchen die Polarisationsrichtung des einfallenden 
Lichtes unter 45° gegen die Kante geneigt war und das Licht 
senkrecht auf die Basisfläche des Prismas auffiel, dort also 
auch keine Änderung seines Polarisationszustandes erfuhr, Die 
beiden obigen ‘Formeln vereinfachen sich für unseren Fall 


_ rechtwinkliger Prismen noch sehr, in dem bei diesen in der 


angewandten Stellung g = 45° zu setzen ist, mithin = 


cos*g = sin?’q =}. 


5 ergibt sich nach diesen Formeln, falls wir n, als bekannt 


annehmen, für n, = 1,46 
Oper, = 52°52’, = 51°12’, 

fir n = 1,64 E 

Sher, = 49°19’, “beob. = 55°42’, ist 

er. we 


a “ + 
| 
Den beobachteten Werten — die wir als Mittelwerte der auf 
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p. 917 angegebenen Werte annehmen — von @ würden die 


Brechungsindizes 


Br 
entsprechen. 


Wie man sieht, ist die numerische Übereinstimmung eine 
sehr schlechte. Dies kann aber keinesfalls wundernehmen, 
oder gar als ein Argument gegen die vorstehende Theorie ver- 


‘ wertet werden. Denn man muß bedenken, daß die wirklich 


gemessenen Werte sehr stark von der Natur und Beschaffen- 
heit, sowie von der Existenz von Oberflichenschichten an der 
Kante abhängen werden. So ist z. B. doch ganz außer Frage, 
daß das Poliermittel die optische Beschaffenheit der Kante 
geändert haben wird, es werden in der Kante Teilchen des 
Poliermittels zurückgeblieben sein, oder mit anderen Worten, 
die Kante wird durchaus nicht mehr den Brechungsindex n 
des reinen Glaskörpers besitzen. Selbstverständlich sind auch 
andere Oberflächenschichten, wie Wasserhäutchen usw., absolut 
unvermeidlich. Da nun aber unserer Theorie nach gerade die 
Beschaffenheit der Kante das ganze Phänomen ausschlaggebend 
beeinflußt und hervorruft, so war eine numerische Überein- 
stimmung bei der Undefiniertheit des Zustandes, in dem sich 
die Kante befindet, von vornherein gar nicht zu erwarten. Die 
Unabhängigkeit vom Winkel  dagegen setzt eine zwar scharfe, 
sonst aber irgendwie beschaffene Kante voraus; sie muß daher 
viel eher erfüllt sein als die numerische Übereinstimmung 
zwischen Theorie und Beobachtung. Übrigens sind ja in allen 
Gebieten der Optik, bei denen man es mit Oberflächenschichten 
zu tun hat, ähnliche Unsicherheiten vorhanden. Vergleichen 
wir z.B. die für die Brechungsindizes der Metalle nach der 
Drudeschen Methode vom Haupteinfallswinkel und Haupt- 
azimut beobachteten Werte, eine Methode, die sich wohl am 
ehesten mit unserer Beobachtungsweise und Bestimmung von 
Brechungsindizes von Glas mittels Formel (6) vergleichen läßt, 
s0 ergeben sich ähnliche, wenn auch wohl nicht ganz so große 
Unsicherheiten in den so bestimmten Werten für die Brechungs- 
indizes, wie in denen für Glas nach Formel (6) berechneten 


Werten. Medio’ dig 
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Wir machten auch noch einige Versuche, um die Ab- | 
hängigkeit von k, von dem Winkel g, unter dem die Total- 
reflexion stattfindet, nachzupriifen. Den Winkel m ändert man 
am bequemsten dadurch, daß man den Spektrometertisch mit 
dem Prisma dreht. Die aus dem Kollimator austretenden paral- 
lelen Lichtstrahlen fallen dann unter einem Winkel g, auf die 
vordere Prismenfläche und erfahren an derselben eine Brechung 
(vgl. Figur). Bei dieser Brechung ändert sich nun natürlich 
der Polarisationszustand des einfallenden Lichtes, so daß seine 
Polarisationsebene nicht mehr unter 45° gegen die Kanten- 
richtung geneigt bleibt. Die Theorie dieses Versuches ist 


einfach zu geben. Ist 9, der 
ee Winkel, unter dem das Licht auf 
die Basisfläche des rechtwinkligen 
Prismas fällt, und ist dieses Licht, 


wie auch bei den vorher be- 
sprochenen Versuchen unter 45° 
gegen die Kantenrichtung polari- 
he; sss siert, ist ferner y der Brechungs- 
eb winkel an der ersten Fläche, 
ged 0 ferner g der Winkel, unter dem 

das Licht auf die Seitenfläche, an der die Totalreflexion statt- 
findet, auffällt, und » der Brechungsindex des Prismas, so muß 
nach Formel (1) wieder sein 


2 J n® sin? — cos’p 

Nach den Fresnelsschen Reflexionsformeln ist nun aber 

J, cos* (p — x) 
Mithin as 
(7) : wo tig? as. 


cos?(p — yz)  n’sin’p — cos* 


Be nun am Spektrometer nicht g, sondern gy, abgelesen wird, 
d.h. nicht der Winkel, unter dem das Licht auf die Seiten- 
fläche des Prismas fällt, sondern der Winkel, unter dem es 
zen u. die Basisfläche einfällt, so müssen wir g noch durch 9, 


ausdrücken. Nun ist (vgl. Figur) 
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und agerd oth 

ob iny ind’ .wad anidome 
Nach diesen Formeln (7), (8), (9) läßt sich leicht der Polari- 
sationswinkel &, der zu einem gegebenen Einfallswinkel ¢ 
gehört, finden. Aus der größeren Zahl der Versuche, die wir 
mit Prismen verschiedener Form angestellt haben, greife ich 
ein paar mit rechtwinkligen Prismen ausgeführte heraus. Wir 
erhielten bei gy, = 0 


= 52°80’ statt = 49°19’, 
bei y, = 20 
a = 46° » = 38° 28’. 

Ähnlich gab das schwächer brechend de F Prisma bei Drehung 
um 20° eine Differenz 
— = 8° 


statt der berechneten Differs von 11° Die Verkleinerung 
des Winkels & bei Drehung des Prismas, die die Rechnung 
nach Formeln (7), (8), (9) immer ergibt, trat auch bei den 
Experimenten durchaus regelmäßig auf, und zwar bei allen 
drei Prismenformen, mit denen wir experimentierten. Aller- 
dings war die beobachtete Verkleinerung immer viel geringer 
als die berechnete. Bisweilen war die beobachtete Verkleinerung 
noch kleiner wie oben, etwa 3—4°, bisweilen aber gelang es 
uns auch, eine Verkleinerung um den theoretisch geforderten 
Betrag zu erzielen. Da dieselbe aber nicht eindeutig reprodu- 
zierbar war, so konnten wir dieser Übereinstimmung aber nur 
einen zufälligen Wert beimessen. Überhaupt waren die Ver- 
suche mit gedrehten Prismen sehr diffizil, und es traten 
häufig, wohl zum Teil durch Staub, zum Teil durch innere 
Reflexionen usw. recht ungünstige Beobachtungsverhältnisse auf. 
Wir können aber jedenfalls so viel sicher sagen, daß qualitativ 
die in der vorigen Arbeit entwickelte Theorie auch hinsichtlich 
der Abhängigkeit des A, von g mit den Experimenten über- 
einstimmt. Fassen wir nun unsere Resultate zusammen, so 
scheint uns folgendes Ergebnis vorzuliegen: 

Die in der vorigen Arbeit von einem von uns entwickelte, 
auf Näherungsannahmen basierte Theorie des bei Totalreflexion 
in das zweite Medium eindringenden Lichtes bietet die Mög- 
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esi a lichkeit, die Frage zu entscheiden, ob bei photometrischen Ver- 
Eat? suchen, bzw. bei den Lichtwirkungen im Auge der Poyn- 
tingeche Strahlvektor oder die pro Volumeneinheit enthaltene 
Energie das Bestimmende ist. Die Versuche entscheiden mit 
großer Wahrscheinlichkeit für die erstere Auffassung, indem 
sie, wie dies nach der ersten Auffassung sein muß, das Ver- 
hältnis der Intensitäten des in und senkrecht zur Hauptebene 
polarisierten Lichtes bei den in das zweite Medium durch die 
beugende Kante zerstreuten Strahlen als völlig unabhängig 
von der Richtung, unter der die Erscheinung beobachtet wird, 
ergeben. Eine numerische Übereinstimmung ist infolge der 
störenden Wirkung unkontrollierbarer Einflüsse auf die Ober- 
fläche und Kante der Prismen nicht zu erwarten, und konnte 
auch nicht erreicht werden. Es gelang uns jedoch noch, eine 
qualitative Bestätigung der Theorie dadurch auszuführen, daß 
wir die Abhängigkeit des am Polarisationsphotometer ge- 
messenen Winkels « von dem Einfallswinkel, unter dem die 
totale Reflexion stattfindet, nachprüften und eine Uberein- 
stimmung in der Richtung und Größenordnung zwischen den 
von der Theorie geforderten und von dem Experiment ge- 
lieferten Werte dabei erzielten. 


Zum Schluß gestatten wir uns noch, Hrn. Prof. F. Martens, 
_ der uns in seinem;Institute in der Handelshochschule Zimmer 
und Apparate in liebenswürdigster Weise zur Verfügung stellte, 
auch an dieser Stelle dafür unsern herzlichsten Dank aus 


zusprechen. 

 Berlin-Charlottenburg, Januar 19122. 
(Eingegangen 22. Januar 1912.) thon 
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Über die Kapazität der Spulen ab 


und deren Widerstand x 
und Selbstinduktion bei Wechselstrom N; 


Inhalt: Einleitung, Resultate. — I. Das magnetische Problem. — 
§1. Allgemeiner Potentialansatz. — § 2. Die Grenzbedingungen. — 


83. Reihenentwickelung für die Entwickelungskoeffizienten c,. — § 4. Die 
Randwerte des elektrischen Potentials an der Oberfläche des Drahtes, 
Widerstand und Selbstinduktion. — II. Das elektrische Problem. — 
$5. Allgemeiner Ansatz und Koeffizientenbestimmung. — § 6. Die Kapa- 
zität. — III. Numerischer Teil. — $ 7. Näherungsformeln. — $ 8. Formel- 
vergleichung. 

Bei der Berechnung der Kapazität der Spulen, die das 
Hauptziel der folgenden Arbeit ist, ergeben sich Widerstand 
und Selbstinduktion als Nebenresultate. Dies hängt damit 
zusammen, daß die für die Berechnung der Kapazität not- 
wendige Kenntnis des elektrischen Kraftfeldes diejenige des 
magnetischen Kraftfeldes in hohem Maße voraussetzt. 

Da eine Darstellung des elektrischen Feldes bisher gänz- 
lich fehlte und eine solche des magnetischen Feldes nicht zu- 
gleich in der gewünschten Strenge und Allgemeinheit vorlag, 
so war es nötig, das ganze Spulenproblem nochmals von vorn- 
herein zu behandeln. Es geschah dies im Anschluß an eine 
Arbeit von Sommerfeld über „den. Wechselstromwiderstand 
der Spulen“2) und unter Benutzung einer von Maxwell ge- 
legentlich angegebenen Methode, nach der er das Potential- 
feld aus den Feldern einzelner Dipole von beliebiger Ordnung 
zusammensetzt.*) Hieraus konnten dann in vollkommener 


1) Veränderte Wiedergabe der Münchener Dissertation: „Über das 
elektromagnetische Wechselfeld der Spulen und deren Wechselstrom- 
widerstand, Selbstinduktion und Kapazität“. München 1911. 

2) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 24. p. 609. 1907. 

8) J. Cl. Maxwell, Treatise 1. p. 179 ff. i city 
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Strenge und großer Allgemeinheit die Ausdrücke für den 
Widerstand, die Selbstinduktion und Kapazität berechnet 
werden. Die einzigen Einschränkungen im Gültigkeitsbereich 
dieser Formeln sind die, daß die Länge der Spule groß ist 
gegenüber ihrem Durchmesser und daß insbesondere das Ver- 
hältnis Spulenradius!): Ganghöhe groß ist gegen 1. Die Fälle, 
in denen die letzte dieser Bedingungen nicht erfüllt ist, 
werden sehr selten sein; dagegen bleibt die Frage der end- 
lichen Länge der Spulen hier immer noch offen. Außerdem 
ist natürlich durch die quasistationäre Behandlungsweise ge- 
fordert, daß die Dimensionen der Spule klein sind gegen die 
benutzte Wellenlänge (vgl. besonders p. 966). 

Im ersten Kapitel wird das magnetische Kraftfeld der Spule 
behandelt. Es wird dabei das von Sommerfeld in der er- 
wähnten Arbeit in Strenge behandelte Problem: unendliche 
Länge der Spule, unendlicher Spulenradius und runder Draht- 
querschnitt wieder aufgegriffen und es werden die fraglichen 
Koeffizienten des allgemeinen Ansatzes, die bisher nur in ge- 
wissen Spezialfällen bekannt waren, mit Hilfe der genannten 
Maxwellschen Methode ganz allgemein berechnet (§ 1—3). 
Hierbei ergibt sich als Nebenresultat die Lösung einer auch 
hydrodynamisch interessanten Abbildungsaufgabe. 

Die in $ 4 gegebene Aufstellung der Randwerte des elek- 
trischen Potentials an der Oberfläche des Drahtes bildet die 
Grundlage zur Berechnung der Kapazität. Sie liefert zugleich 
die Formeln für Widerstand und Selbstinduktion. Auf die 
Darstellung der Selbstinduktion ist nur wenig Gewicht gelegt, 
da ihre Abhängigkeit von der Schwingungszahl von keiner 
praktischen Bedeutung ist.) Bezüglich des Widerstandes wird 
im wesentlichen nur gezeigt, daß man von unserer anders- 
artigen Darstellung unmittelbar zu dem Sommerfeldschen 
Ansatz gelangen kann. Die Sommerfeldsche Widerstands- 
formel wird in diesem Zusammenhang nochmals angegeben. 


1) Spulenradius = Windungsradius der Spule im Gegensatz zu Draht- 
radius=Radius des Drahtquerschnittes. 

2) Eine ausführliche Darstellung der Selbstinduktion findet sich in 
meiner Dissertation. Die Abhängigkeit der Selbstinduktion von der 
Schwingungszahl würde erst wesentlich bei sog. selbstinduktionsfrei ge- 
wickelten Spulen, die in einer späteren Arbeit behandelt werden sollen. 
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Die Spule wird in diesem Paragraphen, wie RR öfters in 
der Folge, als ein System von Kreisringen behandelt, was 
jedoch nur geringe Änderungen am magnetischen Potential- 
Ense für unendlichen Spulenradius zur Folge hat, wenn das 
Verbältnis Spulenradius : Ganghöhe groß gegen Eins ist. 

Das im zweiten Kapitel zu behandelnde elektrische Kraft- 
feld ist im quasistationären Falle nicht nach einem reinen 
Potential verteilt, vielmehr hat man die elektrische Kraft als 
Summe eines (wirbellosen) Potentialfeldes und eines divergenz- 
losen Wirbelfeldes zusammen zu setzen (§ 4). Es kann ge- 
zeigt werden ($ 6), daß zur Berechnung der Kapazität bzw. 
der verteilten Ladungen die Kenntnis des Potentialfeldes allein 
genügt. 

Da von dem elektrischen Potentialfeld nur die Werte in 
der Umgebung des Drahtes zur Berechnung der Ladungen 
(bzw. Kapazität) gebraucht werden, so kann man den Spulen- 
radius wieder wie in § 1—3 als unendlich groß annehmen. 
Die erhaltenen Kapazitätswerte gelten dann für den Fall 
Spulenradius groß gegen Ganghöhe. Die Oberflächenwerte des 
Potentials sind in § 4 gefunden. Bei der Aufstellnng der 
Randwerte des Potentials muß der in Wirklichkeit längs des 
Drahtes gleichmäßige Anstieg des Potentials in einen sprung- 
haften verwandelt werden, d. h. man läßt das Potential von 
Draht zu Draht um einen bestimmten Betrag / gleich der 
pro Windung wirkenden elektromotorischen Kraft zu- oder 
abnelımen. 

Es zeigt sich übrigens, daß die Lösung des vorliegenden 
Problems dem magnetischen gegenüber durchaus nichts wesent- 
lich Neues bringt. Neu dagegen ist die Behandlung der ver- 
teilten Kapazität der Spulen. Von verteilter Kapazität spricht 
man bekanntlich im Gegensatz zu der gleichsam auf eine be- 
stimmte Stelle konzentrierten Kondensatorkapazität, d.h. man 
versteht darunter die Wirkung der auf der ganzen Leitung 
‚verteilten Ladung auf die Schwingung des betrachteten Systems. 
Es ist hierbei nicht wie sonst angängig, eine Kapazität aus der 
Gesamtladung und der Potentialdifferenz an den Enden der 
Leitung zu definieren, aber es zeigt sich, daß es stets möglich 
ist, die Wirkung der verteilten Kapazität als die einer neben- 
geschalteten Kondensatorkapazität zu deuten. Ferner erhält man 
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das überraschende Resultat, daß die Kapazität unabhängig von 
der Schwingungszahl ist. 

Die Methode, nach der die Kapazitätswirkung der ver- 
teilten Ladungen berechnet wurde, ‘ist vergleichsweise sehr 
einfach und läßt sich leicht auf beliebige andere Fälle an- 
wenden. Es wurde die Gesamtladung des einzelnen Ringes 
unserer in oben beschriebener Weise idealisierten Spule be- 
stimmt und hieraus die Abnahme der Stärke des Gesamt- 
stromes nach der Mitte der Spule hin berechnet. Aus dieser 
Kenntnis des Stromverlaufs läßt sich dann unmittelbar die 
Schwingungsgleichung der Spule, d.h. die Beziehung zwischen 
der an den Enden wirkenden elektromotorischen Kraft und 
dem zugeführten Gesamtstrom aufstellen. Zur besseren Ver- 
anschaulichung wurde die Spule gedeutet als kapazitätsloses 
System, dem schachtelförmig solche Systeme nebengeschaltet 
sind, daß ihre Wirkung derjenigen der Ladungen gerade gleich 
war (vgl. Fig.3b, p. 960). Eine nachträgliche Untersuchung der Zu- 
sammensetzung dieser vorläufig unbestimmt gelassenen Einzel- 
systeme ergab in Übereinstimmung mit den an einer Hin- und 
Rückleitung gefundenen Verhältnissen!), daß die Gesamtkapa- 
zität gleich dem dritten Teil der Spulenlänge x der pro Längen- 
einheit definierten Kapazität ist. 

Im numerischen Teil werden einige der in der Dissertation 
entwickelten Näherungsformeln für Widerstand und Selbst- 
induktion angegeben. Der letzte Paragraph bringt einen 
näheren Überblick über unsere Resultate, denen fortlaufend 
diejenigen anderer Autoren zur Seite gestellt werden. Es 
wird die Spulenkapazität mit derjenigen einer Doppelleitung 
verglichen. 

Die Behandlung sehr kurzer Spulen von im Verhältnis 
zur Länge großem Spulenradius, die einige Aussicht auf Er- 
folg versprach, erwies sich als so kompliziert, daß ich vor 
läufig davon Abstand nahm. Dagegen werde ich die nach- 
stehenden Betrachtungen, die sich auf die unifilar gewickelte 
Spule beziehen, demnächst auf den praktisch wichtigen Fall 
der bifilar (selbstinduktionsfrei) gewickelten ausdehnen. 

: 1) Ohrlich, Kapazität und Induktivität p. 132. vi ne 
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I. Das magnetische Problem. 


§ 1. Allgemeine Lösung. 


Wir bedienen uns der bei Sommerfeld gebrauchten Be- 
nennungen, die aus der von dort entnommenen Fig. 1 leicht 


“ 
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Fig. 1. 


abgelesen werden können. I stellt das Innere, III das Äußere 
der Spule dar und II ist das von den Querschnitten der leiten- 
den Drähte gebildete Gebiet. Bei quasistationärer Behand- 
lung besteht in I und III ein magnetisches Potential, während 
in II die überall senkrecht zu unserer Zeichenebene gerichtete 
elektrische Kraft € der Gleichung: is 


(1) k=(l-i)Yanuo 
zu genügen hat. (x bedeutet die Schwingungszahl in 2 Sek., 
# die Permeabilität, o die in gewöhnlicher Weise elektro- 
magnetisch gemessene Leitfähigkeit.) Unsere Darstellung, 
die sich vorläufig der Sommerfeldschen durchaus anschließt, 
wird nur in dem einen Punkte davon abweichen, daß der in 
den Drähten fließende Gesamtstrom Jeir! als gegeben an- 
genommen wird statt des Wertes Hei‘, den das in der Spulen- 


1) Zu Beginn des dritten Kapitels sind die in den Endformeln auf- 
ttetenden Bezeichnungen übersichtlich zusammengestellt und erläutert. — 
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mitte homogene Magnetfeld besitzt. Die Lésung von (1) 
dann in Polarkoordinaten o, # (vgl. Fig. 1) so geschrieben 


werden 3 
(2) € = Jeint 77 cosy 


(h bedeutet die Ganghöhe, r den Drahtradius). Hierin ist der 
Bequemlichkeit halber von den Entwickelungskoeffizienten ¢ 
eine allen gemeinsame vor dem Summenzeichen stehende 
Konstante und eine speziellere 1/J,’(kr) abgespalten. J, be- 
deutet die »” Besselsche Funktion und J,’ ihren Differential- 
quotient nach dem Argument. Die Konstante c, kénnte aus 
(2) durch Berechnung des Gesamtstromes gefunden werden; 
wir werden aber gleich einen bequemeren Weg hierfür ein- 
schlagen. 

Aus der Maxwellschen Beziehung »$ = — rot€ folgt 
für das Infere der Drähte, wenn § die magnetische Feldstirke 
bedeutet: 


(3) 9, e ov’ = öde 


Wendet man dies auf (2) an, so kommt: 


1 J,(ko) +, 
3 kn) sin»: 


oo 


da 4n Jeint J (kg) 
Do = h J, (kr) cos vit. 
0) 


(4) 


Aus der letzten dieser beiden Gleichungen erhält man für das 
über die Peripherie eines Drahtquerschnitts erstreckte Linien- 
integral der Kraft 


= 


und da dieses Integral andererseits gleich 4” x Gesamtstrom 
ist, so bestimmt sich c, wie bei Sommerfeld zu: 


h 
(6) singles Gow Bar 
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Kapazität der Spulen. 
Verlegt man das Linienintegral nun in den in Fig. 1 punk- 
tierten weit entfernten Rechtecksweg, so erhält man mit Rück- 
sicht auf die Symmetrieverhältnisse des äußeren Magnetfeldes 
h.H.ei"!, wenn H, wie erwähnt, den Wert des homogenen 
Magnetfeldes der Spulenmitte bedeutet. Hieraus folgt mit 
Rücksicht auf die eben benutzte Beziehung: 

4nJ 

wie auch aus Vergleich der Formeln (4) mit den entsprechenden 
Ausdrücken bei Sommerfeld hätte gefunden werden können. 

Setzen wir dies, um mit den dortigen Bezeichnungen in 
Übereinstimmung zu bleiben, in den in den Gebieten I und II 
gültigen Sommerfeldschen Ansatz für $ ein, so kommt, 
wenn 7 die magnetische Potentialfunktion bedeutet: dysdai 


(6) 5 = .grad V. 
Bei der Aufstellung des Ausdrucks für Y werden wir uns, wie 
überhaupt bei der folgenden Darstellung, von den Sommer- 
feldschen Untersuchungen mehr und mehr entfernen müssen. 
Wir entwickeln das Potential / nach Funktionen G,, die man 
als eine Verallgemeinerung der Maxwellschen Gitterlösung 
bezeichnen kann. Die letztere entsteht bekanntlich dadurch, 
daB man den Achsen der Drähte (vgl. Fig. 1) gleichmäßige 
Belegungen erteilt und die so entstehenden Einzelfelder sum- 
miert.‘) Setzt man z= 2+ iy, so kommt für die im folgenden 
mit @, bezeichnete Maxwellsche Gitterlösung: 

=logiz+ im log (55 — +1 “fin 

Der Apostroph an dem Summenzeichen bedeutet in üblicher 
Weise, daß das nullte Glied auszulassen ist. Zur Konvergenz 
von (7) ist erforderlich, daß man je zwei zu m = 0 symmetrisch 
gelegenen Glieder der Summe zusammenfaßt. Mit Rücksicht 
hierauf kommt in Produktform: ) 


G, = log - (<4 = log sina 


1) J. Cl. Maxwell, Treatise 1. p. 286 ff. 
IV. Folge. 37. 


Annalen der Physik. 
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Da die Funktion G, in ihrem Verhalten nicht wesentlich ge. 
ändert wird, wenn man eine ganze rationale Funktion von z 
hinzufügt, so ergibt sich aus der vorstehenden ohne weiteres 
die Maxwellsche Form: 


E G, = log _ 1). 


lichen, indem sie für z = — oo gleich einer Konstanten und 
für z = +00 proportional z wird’), und reicht überhaupt, wie 
Sommerfeld gezeigt hat, zur Darstellung des Gleichstromfeldes 
vollständig aus, wenn für das Material der Drähte u = 1 ge. 
setzt wird. Zu der für den allgemeinen Fall (u+1, n>0)er- 
forderlichen Verallgemeinerung der nullten Gitterfunktion er- 
innern wir an die Maxwellsche Darstellung der Kugelfunk- 
Be... als Verteilung des Potentials von Dipolen auf der um 
diese als Mittelpunkt herum beschriebenen Einheitskugel.?) Der 
 »-fache Dipol und also die »* Kugelfunktion wird hiernach 
durch »-fache Differentiation des nullten Potentials nach einer 
ns ma bestimmten Richtung gefunden. Die allgemeine Lösung der 
 Potentialgleichung in räumlichen Polarkoordinaten läßt sich 
also, entsprechend der Entwickelung nach Kugelfunktionen, aus 

den Feldern von Dipolen zusammensetzen. Es liegt hiernach 

er nahe, in unserem gegenwärtigen Falle ein gleiches zu ver- 
suchen, wie überhaupt ein solcher Aufbau der allgemeinen 
a Lösung aus den Feldern geeigneter Anordnungen von Dipolen 
in noch manchen anderen Fällen Erfolg zu versprechen scheint, 
Als Pol haben wir jetzt anzusehen den einfach belegten Draht, 
wie er zur Konstruktion von @, verwendet wurde; das Feld 
eines Dipols wird durch Differentiation hieraus gewonnen, hat 
also die Gestalt 1/z und allgemein das Feld eines »-fachen 
Dipols diejenige von 1/2”. Wir werden demnach als | ‘ver- 


(9) 


1) Letzeres ist gefordert, damit ein in der Spulenmitte homogenes 

Magnetfeld resultiert. 
2) J. Cl. Maxwell, Treatise 1. p. 10H. 8 | 


. 
2775 
ingungen im Unend- 
e 
en 
— 


N 
Kapazität der Spulen. 931 ae 
anzusetzen haben, wobei, wenigstens für » = 1, zur Konvergenz | ER 
noch zu fordern ist, dab zu m=(0 symmetrisch gelegene 
Glieder zusammengefaßt werden. Wenn wir unter den a, ge- 
wisse später zu bestimmende komplexe Konstanten verstehen, wid 
so kann die allgemeine Lösung der Potentialgleichung für Le ce 
unseren Fall so geschrieben werden: 


Ehe wir das hierin enthaltene magnetische Potential 7 _- 
betrachten, wollen wir jedoch den Gitterlésungen (8), (9) noch a 
eine für das Folgende zuweilen bequemere Form geben. Wie 
schon mehrfach hervorgehoben, können wir alle höheren Gitter- 
funktionen durch Differentiation aus der nullten ableiten; der 
Vergleich von (7) und (9) zeigt, daß man zu setzen hat: 


ar 

G = — 


(G,) > 


Nun ergibt die Reihenentwickelung von (8) nach Potenzen der 


oo 
1 
a 2 
z>0 Gy = 2a—- ; 
1 


em 


12 at, - dat: le 
Die in dem letzten Ausdruck auftretende Konstante ist nach 


(8) gleich log (— 1) und hat also vorerst noch keinen bestimmten 
Wert. Sie bestimmt sich dadurch, daß beide Entwickelungen (12) 
für z= 0 identisch werden müssen. Eine einfache beiSommer- 
feld durchgeführte Rechnung zeigt, daß man für das Intervall 
ma<y<(m+ 1)h zu setzen hat: 


Const. = 2i(2m + 1). 


Dies bedingt eine Unstetigkeit des imaginären Teils von G, 
längs der negativen z-Achse, wie es nach den Umlaufsbedin- 
gungen des magnetischen Potentials sein muß. Das gleiche RT 
findet natürlich längs den Geraden y = mh, z < 0 statt. Br 7 
60* 
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Die durch Differentiation aus G, abgeleiteten höheren 
Gitterfunktionen sind dagegen, abgesehen von den in den 
Drahtachsen gelegenen Polen, überall in der z-Ebene stetig; 
sie lauten mit Rücksicht auf (11) und (12) in Reihenentwickelung: 


4 ath z 
x > 0 G = 1 (=) s’-le h 
(— 1)” 2a 


Für vy =] tritt zu der ersten dieser beiden Gleichungen noch 

die Konstante — 2r/h hinzu. Setzen wir nun ähnlich wie 

n (10) als magnetisches Potential an: 


wobei $m wie in allen folgenden Formeln bedeutet, daß der 
imaginäre Teil zu nehmen ist, so gelangen wir, mit den Ab- 
kürzungen «, und #, für gewisse gleich zu nennende Verbin- 
dungen der a,, zu dem den Bedingungen im Unendlichen ge- 
ro Sommerfeldschen Ansatz: 


(15) 


z>0 Vey 


+22 


coat + ) B, sin? 


Dabei ist 4, =h/2a und also const. im Intervall mA<y< (m+1)h 
gleich (2m + 1)h/2 zu setzen. Die Koeffizienten «, und ß, 
drücken sich aus (12) und (13) mit Rücksicht auf (14) durch 
die a, folgendermaßen aus: 


= 
4) 
i 
7 
E 
i 
g 
|| 
| 
D 
8 
| 
1 a 2n\r+ 


Unter Beziehungen sind nach dem 


offenbar die bei Sommerfeld aufgestellten allgemeinen Stetig- er sd 
keitsbedingungen alle erfüllt, und es bleiben noch die m 
nächsten Paragraphen zu behandelnden Bedingungen an der a es 


Oberfläche der Drähte. 


§2. Die Grenzbedingungen. 


Die auf die Stetigkeitsbedingungen beziiglichen prinzipiellen 
Fragen sind bei Sommerfeld eingehend erörtert; danach ist — 
an der Oberfläche der Drähte ein stetiger Übergang von 7 | 
und zu verlangen. 

Wir stellen der Betrachtung dieser Grenzbedingungen die Br | 
Ableitung einiger für das Folgende wichtiger allgemeinen Be- = 
ziehungen voran, die sich zwischen einem hier einzuführenden 
Hilfspotential: 


und dem in (14) aufgestellten magnetischen Potential 7 ergeben 5 
id 


(in (17) wie in allen folgenden Formel bedeutet R, daß der reelle — 
Teil genommen werden soll). Zwischen (14), (17) und (10) besteht 
vor allem der Zusammenhang U+iV=W. Trotzdem sind aber U 
und 7 wegen der komplexen Annahme der a, nicht als kon- ae, 
jugiert zu bezeichnen. Sie verhalten sich jedoch in dem fol- 
genden wesentlichen Punkt ganz wie konjugierte Potentiale. 
Man hat nämlich, wenn ds das Linienelement und dn das 
Element der ieh außen gerichteten Normalen eines ge- _ 
schlossenen Linienzuges ist: 


a a 
= 5, RIG) = am Im 
ort 
so kommt aus (14) und (17): 
mit, 
(18) und ähnlich: 


av 
ifoia 
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Einige später zu verwendenden Integralbeziehungen er. 
geben sich, wenn man beachtet, daß V bei Einführung von 
z=0008%, y=osin’ eine in ungerade und U eine in # 
gerade Funktion ist; hiernach kommt für ein während der 
Integration festgehalten o und für beliebiges m: 


ha Die anfangs genannten Stetigkeitsbedingungen an der Ober- 
= fläche des Drahtes (o = r) lauten nun nach (4) und (6) und 
mit Rücksicht auf (18) Keen beachte die Vereinfachung, die 


ı aV aU 
0 


av 
1 
ur J,(kr) 


J,(kr) 


Bei Sommerfeld wird über diese beiden Gleichungen einzeln 
in Fourrierscher Weise das Integral nach 9 genommen; man 
betrachtet aber vorteilhaft die Summe bzw. die Differenz der 
so erhaltenen Beziehungen. Demnach ist zu bilden (m > 0): 


2 = mi nm . 
> (21) we, (1 +4,) dr cos mit + sl 


‘Dieses Integral kann vermöge (19) auf die Form: 


2x 

eFimd dy 
9 

0 


gebracht werden. Im Hinblick auf ein später zu verwendendes 
Nebenresultat betrachten wir aber nicht diese differenzierte 


= 
| 
~lot Ä 
E 
rey 
= 
| 
| 
| 
> 
> 


Form, sondern das über einen geschlossenen Kreisweg um den 
Punkt x = 0, y=0 erstreckte Integral 


(22) = 20% fe. 


Aus der Darstellung (9) für die @, (bei v= 1) folgt äh ey ges 
Cauchyschen Satz: 


Diese Beziehung gilt jedoch nur, solange der um on Null- 
punkt beschriebene Kreis keinen der benachbarten Pole ein- 
schließt (also o < h bzw. r < h, wie dies beim Draht ja immer 
erfüllt ist). Außerdem muß u=1 sein, da sonst die Ent- 
wickelungen nach positiven Potenzen von z, die in dem be- 
trachteten Bereich für die einzelnen Glieder 1/(z — imh) der 
G, anzusetzen sind, bei der Integration einen von Null ver- 
schiedenen Beitrag liefern. Für diesen später auftretenden 
Fall werden wir uns aber der hier bequemeren Reihenent- 
wickelungen (13) für die @, bedienen. 

Eine Ausnahme von dem Obigen macht die nullte Gitter- 
lösung; für diese folgt unter den gleichen einschränkenden 
Bedingungen aus (7): 


fe =| logz.z#-1dz, 


d. h. wenn z = oei® gesetzt wird: 


% zu-idz= — 
0 


Demnach kommt aus (22) das Nebenresultat: 


0 


und endlich durch beiderseitige Differentiation nach o und mit 
Rücksicht auf (19) die gesuchte Beziehung: 


cos uit — do 


SE 
ts 4 
| 
4 
(28) 
3 h 
J ] 
0 


Man erhält so aus (21) den einfachen Zusammenhang zwischen 
den in (2) eingeführten Koeffizienten der Stromverteilung und 
den Entwickelungskoeffizienten a, des magnetischen Potentials: 


(25) 2ma,=—r™ti.(1 


c . 
m! m 


Dem oberen Vorzeichen in (21) entsprechend hat man 
nach dem Gesagten ferner zu bilden: 
2a 
me, (1 + 4,) ={(5- cos mit + sin m 9) di, 


Q e=r 
u 


d.h. wegen (19) 


7 


r dx e=r 


ote 
x : 
— 


1 
so entspricht das vorstehende Integral dem Fall u=1 in (22), 


Nach einer oben gemachten Bemerkung findet man aus (13) mit 
der im folgenden durchgängig benutzten Abkürzung v = 2ar/h: 


22 co + 2/2 
Wo ge 
vilh 
0 1 — 2/2 


Sommurfeid (-1y" Dias fer 
Pourriershs v! h 


2/2 


Bei Sommerfeld sind die in der ersten dieser Summen 
auftretenden Integrale aus Gründen, die hier in Wegfall 
kommen, mit 2d, „ bezeichnet; wir führen ein: 


(26) 


a Die entsprechenden Integrale der zweiten Summe sind 
ae dann gleich (—1)"-1d, „ und man erhält: 
2a 
é 


= 


AN 
Pint 
Te 
- 
= | 
Da nach (11): 
5 
| 
a. = 
2 
— 
DE. 
| 
5 
Pa 
! 
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Für „= 0, also für @,, tritt nach (13) zu der vorstehenden 
Summe noch ein Glied te 


hinzu, so daß wegen a, = h/2a nach (16) und (27) kommt: 
(28) me, (1-+2,) = —— sin(m—1) + 
1 


Durch die Gleichungssysteme (25) und (28) sind die Grenz- 
bedingungen vollständig beschrieben; sie sind also den beiden 
bei Sommerfeld aufgestellten Beziehungen äquivalent, wie 
überhaupt (28) aus diesen vollständig hätte gewonnen werden 
können. Das wesentlich Neue unserer Formeln gegenüber 
den Sommerfeldschen tritt erst hervor, wenn man durch 
Kombination von (16) und (25) den Zusammenhang zwischen 


den «, 8, und den c, darstellt. Man erhält einerseits: a 

oo <T 

und andererseits: «i 

80) >o — hy, 1) 8? 


Diese Gleichungen gestatten die Elimination der «, und £, 
aus (28) und ermöglichen damit die Aufstellung einer für die 
Reihenentwickelung der c, nützlichen Beziehung zwischen 
einem einzelnen dieser Koeffizienten und allen übrigen. Es 
kommt nämlich für gerades m (hier gleich 2m gesetzt) aus 
(28) und (29): 


(1 + dyn) = sin(2m—1)5 
co 
"4 h durch Bets achmäg 
g dee mith 
MF 


| 
| 
it 
h: 
- 
a 
en 
_ 
ay 2 
“= 
_ 
(31) 
: 
; 


= 


und ähnlich für ungerades m (hier gleich 2m — 1 gesetzt) aus 
(28) und (30): 


en? 

e = oy 

(32) > (3+ hy y—1)" 1,2,9—]? 

- v—l 
‘Der Wert der mit S,m,9 bezeichneten Summe ist von 


Sommerfeld durch en Integration ermittelt worden. 
Es ergab sich, wenn die B,, die sogenannten Bernoullischen 

Zahlen bedeuten: 


sin (2m — 1) = 


—a(—1) 


Bam m— 
2m 0 2m—1 


2m! 

Die übrigen Summen $ können aus der vorstehenden durch 

Differentiation nach v gewonnen werden, denn nach (26) 
kommt: 

dv* ae 


und daher auch: 


co 


1 


ung 
(— 1)* s® d,, 2 p—a ba 


Setzt man jetzt das eine Mal a = 2», 2p—«=2m und 
das andere Mal «=2v— 1, 2p—a=2m-—1, so erhält man: 


d’’ 
dv?” 2m+2»,0 


5, 

2m-1 

2m +2»  (2m-1)! 


8 


2m, 2v—1 2m+2v—2,0 


By 


2m+2v—2 (2m-2)! 


a(— 1)"+". 


Wir haben damit alles für die im nächsten Paragraphen zu 
behandelnde Reihenentwickelung der c, Erforderliche bereit- 
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gestellt. Eine ähnliche Reihendarstellung für die «, und ß, 
zu suchen, ist unzweckmäßig; wir werden im folgenden mit 
den Beziehungen (29) und (30) vollständig auskommen. 


§ 3. Reihenentwickelung für die c,. 


Die Beziehungen (31) und (32) mit (33) und (34) stellen 
hinsichtlich der Parameter » und kr ein unendliches System 
von Funktionalgleichungen für die c, dar. Wenn wir zur 
Vereinfachung unserer so entstehenden Formeln statt der c, 
eine neue Schar von Koeffizienten: 


einführen, so erhalten wir für m > 0 aus (31), (32); 


oo 
2m—1 2»+1 
(2m —1)! 2»! 2m+2» 1+),, 2»? 
1 


1 


Qm+2y—2 

Bei der letzten dieser beiden Beziehungen tritt fir m=1 
auf der rechten Seite noch eine Konstante +1 hinzu, die von 
dem Grenzwert von sin(m — 1)a/(m—1) für m=1 in (82) 
herrührt. 

Von den beiden Parametern vund kr kann offenbar nur v für 
die Reihenentwickelung in Betracht kommen, da kr, wie man aus 
(86) ersieht, in sehr umständlichen, aus den A, gebildeten Aus- 
drücken auftritt. Für u = 1 reduzieren sich diese zwar auf: 

J,+ı (kr) 

was aber für eine Entwickelung nach Ar immer noch recht 
ungeeignet ist. Wir überzeugen uns noch durch Betrachtung 
des Falles v= 0, daß eine Entwickelung der c, nach nega- 
tiven Potenzen von v» den Bedingungen unseres Problems 
widerspricht. Der Parameter v verschwindet einerseits für 


= 


a 


: 
q 
h | 
(36 
| 
= 
zu 
t- 
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r=(0 und andererseits für A= 00; im letzteren Fall redu- 
zieren sich nach (7) und (9) alle @, auf 1/z” bzw. logz, d.h, 
unser Potential entspricht dem Fall des einzelnen geraden 
Drahtes. Innerhalb eines solchen ist bekanntlich $,=0 und 
'&s unabhängig von 9. Nach (4) müssen also fir ham 
alle c, außer c, verschwinden oder gleich einer Konstanten 
werden, d.h. die c, und damit auch die C, sind nur nach 
positiven Potenzen von v entwickelbar. Die Betrachtung des 

Falles r = 0 führt zu demselben Resultat. 
bi Die Methode, deren wir uns bei der Reihenentwickelung 
bedienen, besteht darin, daß wir die fiir die C, anzusetzenden 
Reihen auf beiden Seiten in die Ausdrücke (36) einfiihren und 
die Koeffizienten gleicher Potenzen von v vergleichen. Dieses 
Verfahren führt in unserem Fall zu endlichen, leicht angeb- 
baren Rekursionsformeln, während offenbar der allgemeine 
‚Fall eines derartig definierten Systems von Funktional- 
gleichungen ein meist nicht auflésbares unendliches System 

linearer Gleichungen für die gesuchten Koeffizienten liefert. 
Es sei beiläufig bemerkt, daß unsere Gleichungen auch 
bezüglich des Parameters Ar eine in diesem Sinn günstige 
Form haben; nur ist dann eben unsere Reihendarstellung für 


für ganz große Werte dieses Parameters und also auch für 
den interessanten Grenzfall unendlich hoher Schwingungszahlen 
völlig versagt. 

Bei der Anwendung der genannten Methode müssen wir 
die beiden Gleichungen (36) getrennt behandeln; um ihren all- 
gemeinen Aufbau besser hervortreten zu lassen, schreiben wir 
die erste derselben durch Einführung der Abkürzungen we 


+ I a,“ C,,}. 


a,2™) = — 2(— 1)” By m 


2m! « 
em. Ich, som 


~ (2m — 1! 2m+2y 


Timi? w 
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Da die 


2, nur nach positiven Potenzen von v entwickelt ee 
werden sollen, so ersieht man hieraus, daß v?™-! die niedrigste $= 


in C,,, vorkommende Potenz von v ist; es fängt also die Ent- I 
wickelung von C, mit v, von C, mit v®, von C, mit v® an usf. er E 
Hiernach stellt v* in den Ausdrücken v?’+!C,, und daher Fe 
auch in der in (38) auftretenden Summe die niedrigste Potenz = 

. . . 
von v dar. In ähnlicher Weise überzeugt man sich ferner, he: 


daß in der genannten Summe die nächsthöhere Potenz v 
lautet, und daß allgemein die Entwickelung der C,, nach A 
Potenzen von v* fortschreitet. Demnach hat man anzusetzen: 


u 
Der obere Index von 4 soll andeuten, daß der betreffende 
| Koeffizient zur Entwickelung von C,, gehört, während der 
untere Index die Stelle innerhalb dieser Reihe anzeigt. Aus 
(39) und (38) kommt nun: 


oo oo oo 
Din) = a,2™) + So Dia) a,@ m). 4.0%. vtrtia, 
0 


Hieraus folgt für die ersten Koeffizienten der Ent- 
wickelung (39): 


, ‘ 2 


4,0”) = a, 2m), + a,2*) 
» 
. 
Diese Koeffizienten werden jedoch mit zunehmendem ee 
unteren Index immer komplizierter; wir werden im Anschluß Be 
an die ähnlichen Verhältnisse bei der Entwickelung der C,,_, es » 
auf die hieraus sich ergebenden Schwierigkeiten näher ein- wae Py 
h 
gehen. 
Indem wir für C, in dem zweiten Ausdruck (36) C, — 1 Pal 
einführen, beseitigen wir die Ausnahmestellung, die dieser ee 


3 
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Funktion dort zukommt, und erhalten nach Einführung ent- 
sprechender Abkürzungen a,?”-1) die folgende nunmehr für 


(41) 


(42) 


die Entwickelung der C, 


2m—] 


satz zu derjenigen der C,,, 


( 


C, 


2m—1 


(2m—1) 
a 


(2m—1) 
a, 


I 


fa, (2m—1) 4 


alle C,,,_, geltende Beziehung: 


Sina, —1), C. 


= 
(—1)™ Bm „Ich 
(2m—2)! 2m | 
(—1)**” By ms2y—2 


(2m — 2)!(2” —1 


Dabei besteht also für m > 1 die Definition (35), während 
man für C, hat: 


=(l1+4)c — 


In ähnlicher Weise wie früher findet man aus (41), daß 


Wir setzen also: 


(48) 
so daB (41 


(44) 


C 


2m—1 


) liefert: 


In @m-1), 4 (2r-1), ydrt2a-2, 


2m—1 


A,@m-) 


(2m—1) — „2 m-1) 

A‘ Im 

P 9 

= Sa! 
1 


— ergibt sich für die ersten Koeffizienten: 7 ; 


(2m—1) 
As, 


= Sin 4, (2m—1), 2p, 


der folgt hier: 


m—1) (2¥—1) 


mit v?™ beginnt und im Gegen- 
nach Potenzen von v? fortschreitet. 


2p—2r4+1>» 


a,2"-1). 4) = a 


(2m—1), QM — g @m-1).g7 
a, 4” = a, a, a, 


Auch diese Koeffizienten werden ähnlich wie die früheren 


mit wachsendem unteren Index immer komplizierter, so dab 
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eine einfache Darstellung derselben in guter Näherung sehr 
erwünscht wäre. Hierzu sind aber einerseits die überall als 
Faktor auftretenden Ausdrücke 1 —A,/1 + 4, und andererseits 
die vielfachen Produkte Bernoullischer Zahlen, aus denen 
die einzelnen Glieder der A gebildet sind, zu kompliziert. Es 
kann sich also bei allen auf die 4 bezüglichen Näherungs- 
betrachtungen nur um ganz rohe Schätzungen handeln. 

Da die Frage nach der Konvergenz von (39) und (43) 
wegen der komplizierten Gestalt der A nicht ganz abgewiesen 
werden konnte, so habe ich in meiner Dissertation in dem eben 
charakterisierten Sinne Näherungsbetrachtungen angestellt, auf 
die hier verwiesen sei.') 

Als mathematisches Nebenresultat erhalten wir nach 
Sommerfeld’) aus der obigen Koeffizientenberechnung die 
Lösung einer Abbildungsaufgabe, wie sie in Fig. 2a und 2b 


ag? 


Fig. 2a. 


y--h 
2 


dargestellt ist. Es ist nämlich, wie man aus (15) mit Rück- 
sicht auf die Eigentümlichkeit der dort auftretenden Konstante 
ersieht, in der z-Ebene 7/=+h/2 auf der Geraden „= +h/2 
und dem (oberen—unteren) Ufer des in Fig. 2a angebrachten 
Verzweigungsschnittes; auf der Geraden y = 0, x > 0 ist V=0. 
Ferner ist für unendlich hohe Schwingungszahl an der Draht- 
1) Vgl. Anhang p. 80 ff. tam 

2) A. Sommerfeld, 1. c. p 624. 


wor 
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ir 
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av 
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d.h. auf dem Kreis in Fig. 2a ist Y= const.; wir können 


sagen U= 0. 
Demnach durchläuft für k=oo die Funktion: 


G — Sort. 


ect 
die Begrenzung des (schraffierten—unschraffierten) Gebietes von 


Fig. 2b, wenn z = x + iy diejenige des (schraffierten-unschraf- 
_ fierten) Gebietes von Fig. 2a beschreibt; d.h. W bildet den 


Fundamentalbereich von Fig. 2a auf denjenigen von Fig. 2b ab.) 


Für k=oo ändert sich unsere obige Berechnung der c, 


nur insofern, als die A, verschwinden und also die Ausdrücke 


1—A,/1+4, alle gleich 1 werden; die Funktion W ist also 
bekannt. 

Bei Sommerfeld ist nur der Fall v»=r und zwar im 
umgekehrten Sinn behandelt. Hier wird zuerst die Abbildungs- 
funktion W mittels elliptischer Funktionen dargestellt und so 
die Koeffizienten von 7 bestimmt, woraus sich die c, dann 
berechnen lassen. 


Fi § 4. Die Randwerte des elektrischen Potentials an der Oberfläche 
, des Drahtes, Widerstand und Selbstinduktion. 


Wir werden im folgenden unsere Spule durchweg aul 
fassen als eine unendliche Folge von Kreisringen vom Radius 2 
= Spulenradius, die im Abstand A = Ganghöhe übereinander 
angeordnet sind. Die so entstehende Deformation der in den 
früheren Paragraphen behandelten geraden Drähte in Kreis- 


1) Die hier gefundene Abbildungsaufgabe gehört in die Theorie 
der automorphen Funktionen, ohne jedoch mit den Hilfsmitteln der 
letzteren behandelt zu sein. Man kann ersichtlich auf dem oben be 
tretenen Weg auch leicht das Problem einer ebenen Strömung gegen ein 
Gitter aus parallelen Drähten für beliebige Werte des Verhältnisses r/h 
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ringe ist erforderlich, da im folgenden öfters direkt oder 
indirekt von der magnetischen Energie der Längeneinheit 
unserer Spule die Rede ist, die sonst unendlich würde. Der 
Übergang von hier zur spiraligen Form der Spule verbietet 
sich wegen der unüberwindlichen Schwierigkeiten der mathe- 
matischen Behandlung. Wenn wir uns auf große Werte des 
Verhältnisses R/h beschränken, so kann unser früherer An- 
satz (15) mit denselben Koeffizienten beibehalten werden, nur 
treten an *. — der Exponentialfunktionen die Ausdriicke: 


lewis! 


46) Fall einer grit 
HA,” fi ‘SR in 242) 


Darin bedeuten J,, H,'® die Besselsche bzw. erste Hankel- 
sche Zylinderfunktion, o’ die radiale Zylinderkoordinate von 
der Spulenachse aus gerechnet, 0’ < AR das Innere, 0’ > R das 
Äußere der Spule.’) Insbesondere ist zu bemerken, daß diese 
veränderte Form des magnetischen Potentials in der Nähe des 
Drahtes wegen > h vollständig in die frühere (15) übergeht. 

Bei der Aufstellung der Randwerte des elektrischen 
Potentials an der Oberfläche des Drahtes müssen wir vorüber- 
gehend das elektrische Feld der Spule betrachten, dessen 
eigentliche Behandlung jedoch erst im zweiten Teile dieser 
Arbeit gegeben wird. 

Es wurde in der Einleitung gesagt, daß das elektrische 
Feld aus einem (wirbellosen) Potentialfeld U und einem diver- 
genzlosen Wirbelfeld @ stets so zusammengesetzt werden kann: 


(47) € = K+ gradu, 
wobei also div@=0 und wegen div€=0 auch AU = 0. 
(48) AU=0, div@=0. 


Die Gleichheit der tangentialen Komponenten der elektrischen 
Kraft an der Oberfläche des Drahtes verlangt, daß: 


1) Die nähere Begründung findet sich Diss. p. 35 er af andy 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 
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oder längs einer Windung integriert: 
(49) 2a RE = (Rds) + E; i, —U, = £. 


u, —U, stellt dann den Zuwachs des elektrischen Potentials 
pro Windung dar, den wir im Hinblick auf das in der Ein- 
leitung Gesagte mit E bezeichnet haben. 

Deformiert man in der oben angegebenen Weise die 
schraubenförmige Windung in einen kreisförmigen Ring, so 
wird der erste Term rechts in (49) ein geschlossenes Linien- 
integral und es gilt nach dem Stokesschen Satz'}: EN; 


(50) =— [uS,ar. 


(d8 bedeutet das Element des geschlossenen Linienzuges, do das- 
jenige der davon begrenzten Fläche.) Wir zerlegen dieses Flächen- 
integral mit Rücksicht auf die 
bequemere Ausführbarkeit in zwei 


1:2 
-\ nl. Teile (vgl. Fig. 3a, die einen Aus- 
Pa | — 7 schnitt aus Fig. 1 darstellt), die 
bzw. durch Rotation von AB und 
sow: AP um die Spulenachse BBE 
Fig. 3 
1 R-r « 
Ga (o=r) 


(51) r „19 = Eger) — 


also nach (51), (50) und (49): 
R-r R vith oka 


ir 


1) DaB diese Deformation in der angegebenen Weise erlaubt ist, 
läßt sich durch eine einfache Betrachtung aus den Symmetrieeigenschaften 
des elektrischen Wirbelfeldes @ beweisen. 0000 
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wobei nach (15) mit (46), (6) und unter Benutzung der be- 
kannten Näherungsformeln für die Zylinderfunktionen bei 


großem Argument: 86) 
R-r 
2x do’ = in-Jreint 
(y=0) y h ip 
(17) 


Wir erhalten somit das Resultat, daß, wie zu erwarten war, die 
Randwerte des Potentials am Draht auf der ganzen Peripherie 
des Drahtquerschnittes denselben Wert haben, also von + unab- 
hängig sind. 

Denken wir uns nun den allgemeinen Fall einer endlichen 
Spule mit langen Zuleitungen gegeben, dann wird in (47) der 
erste Term längs der Zuleitungen, wie überhaupt in einiger 
Entfernung von der Spule zu vernachlässigen sein. Denn hier 
ist u5 klein gegen die Werte, die es etwa im Innern der 
Spule annimmt, und also ist € hier näherungsweise nach einem 
reinen Potential verteilt. An den Enden der Spule schließen 
sich die Randwerte dieses äußeren Potentials stetig an die- 
jenigen des Spulendrahtes an. Man erkennt so, daß die Rand- 
werte des Spulenpotentials U an den Enden der Spule die 
Spannungsdifferenz darstellen, die nötig ist, um den Strom J 
in der Spule aufrecht zu erhalten. Man kann also pro Win- 
dung schreiben: 
E=(w+tinl)Jeirt, mi 
wo w den Widerstand, Z die Selbstinduktion pro Windung 
bedeuten und überall gee reelle Teil gemeint ist. Mit Z ist 


demnach zugleich w und Z bekannt. 5 
man abkürzend: Bin ca 
52) R-r +06) 


s0 kommt nach (76), wenn den reellen Teil bedeutet: 


(53') RZ) = (AU —nD)Jcosnt — (B+nC)Jsiont, ais 
61* 
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d. h. man erhält für Widerstand und Selbstinduktion die folgen- 
den Werte: 


(53) »=A—nD, 


Wie in der Einleitung bemerkt, verzichten wir hier darauf, 
die etwas umständliche aus (53) folgende allgemeine Formel 
für die Selbstinduktion anzuschreiben und geben nur ihren 
allein interessierenden Gleichstromwert im dritten, numerischen 
Teil dieser Arbeit an.!) Bezüglich des Widerstandes wollen 
wir jedoch zeigen, daß die Form (52) bzw. (53) sich in das 
von Sommerfeld benutzte Poyntingsche Oberflächenintegral 
überführen läßt, das eine weit bequemere Formel liefert als 
(53) zusammen mit (51”) und (52’). Wir wollen also zeigen, daß: 
] int = ; 
- ul? fae (o= -R(O,)o= dd }. 


M bedeutet, daß der zeitliche Mittelwert zu nehmen ist; 6, ist 
die auf dem Draht senkrechte Komponente des Poynting- 


(54) 


Linkerhand kommt dann in ae nach (53) und (53): onan 
(54) = M{ [eras}. 


Um die Richtigkeit der Beziehung (54) beweisen zu können, 
haben wir die rechte Seite derselben in mehrfacher Weise 
umzuformen. Schreibt man abkürzend: 

so kommt: da 


22 
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1) Die Selbstinduktion ist in der Dissertation p. 31— 46 u. p. 78-14 
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Da das magnetische Potential bei einem vollen ewe um 
den Leiter um 42” x Gesamtstrom springt, so hat man für 


den ersten Term in (56): 2 


Im zweiten Term rechts in (56) kann man wegen (8) setzen: 
jer 
(a5 e=r 4no u de de o=r 
Dabei ist außen u = 1 gesetzt. Nun kann die zeitliche Ande- 
rung der äußeren magnetischen Energie nach dem Green- 


schen Satz so geschrieben (2) 

= 


(Bei der Umrechnung ist immer der reelle Teil von ® gemeint.) 
Wir wollen am Schlusse dieses Paragraphen zeigen, daß das 
vorstehende Energieintegral für einen geeignet gewählten Raum- 
ausschnitt den folgenden Wert besitzt: 


2a 

+ ( ) it 


Da aber der zeitliche Mittelwert von W, verschwindet, so 
hat man mittels (59) für den zweiten Term in (56): 


| an RO, )y=0. 
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wie der Vergleich mit (52) lehrt, die zu ‘beweisende Be. 
_ ziehung (54). Man sieht also, daß man, statt von (53) aus- 
zugehen, auch wegen (54) mit Sommerfeld schreiben kann: 


ston 


0 
wobei die Integrale über die Oberfläche des Drahtes zu er- 
strecken sind; der Index 0 deutet an, daß der entsprechende 
Ausdruck für Gleichstrom (k = 0) zu nehmen ist. Eine ein- 
fache bei Sommerfeld ausgeführte. und in der Dissertation 
wiederholte Rechnung lehrt nun, daß man mit Benutzung der 
Formeln (2) und (4) erhält: 


Er Der Strich über c, bedeutet dabei in "üblicher Weise, daß die 
Es bleibt nun noch übrig, die Beziehung (59) zu beweisen. 
Verlegt man den in (15) im Ausdruck für z < 0 auftretenden 
_ Verzweigungsschnitt entsprechend Fig. 8a.in das Innere der 
Spule, d. h. nimmt man in (15) die Konstante (2m + 1)h/2 
mit negativem Vorzeichen auf den oberen Ausdruck herüber, 
so findet man, daß jetzt das Potential für y=+h/2 ver 
schwindet. Das gleiche gilt natürlich für das gemäß (46) auf 
endlichen Spulenradius korrigierte Potential. Erstreckt man 
also das Integral (58) über den zwischen der Oberfläche des 
Drahtringes und den beiden Ebenen y=-+ h/2 befindlichen 
Raum bzw. dessen Begrenzung, so folgt unmitttelbar die Be- 
ziehung (59). 
II. Das elektrische Problem. 
En Wir gehen in den folgenden beiden Paragraphen direkt 
u auf die Berechnung des elektrischen Potentialfelds aus, dessen 
are a Randwerte wir aus § 4 iibernehmen. Die Betrachtung des 
er zweiten Bestandteiles in dem Ansatz (47) für das elektrische 


= 


ar 


Setzt 
au 
. 


Kraftfeld d. h. oe Wirbelfeldes & wollen wir bis zum Schluß des 
§ 6 zuriickstellen. 

Wie in der Einleitung erwähnt, kann man auch im Falle 
des elektrischen Potentials von dem sogenannten ebenen Problem 
ausgehen, d. h. man setzt den Spulenradius als unendlich groß 
an und betrachtet demnach statt des spiralig aufgewundenen 
Drahtes eine unendliche Folge übereinander angeordneter 
paralleler Drähte (vgl. Fig. 1). Das Potential soll auf der 
einen Seite im Unendlichen verschwinden und an der Ober- 
fläche der Drähte bestimmte und von Draht zu Draht um den 
gleichen Betrag zunehmende Werte haben. 

Bei der Aufstellung des elektrischen Potentials verfahren 
wir in derselben Weise wie früher, indem wir es auf Max- 
wellsche Art aus den Feldern einzelner Pole, Dipole usf. auf- 
bauen, die wir auch hier wieder zu Gitterlösungen zusammen- 
fassen können. Doch entbehrt diese Konstruktion der durch- 
sichtigen Einfachheit, die sich beim magnetischen Problem 
ergab, und es empfiehlt sich deshalb, die Potentialfunktion 
vorerst nur so weit aufzustellen, als zur Erfüllung der Grenz- 
bedingungen erster Art erforderlich ist. Grenzbedingungen 
erster Art wollen wir dabei die Bedingung nennen, daß das 
Potential an entsprechenden Stellen zweier beliebiger auf- 
einanderfolgende Drähte überall dieselbe Differenz besitzen 
soll, nämlich Z = der pro Windung wirkenden elektromotori- 
schen Kraft ($ 4). Als Grenzbedingungen zweiter Art ist dann 
die andere Bedingung zu bezeichnen, daß das Potential auf 
der ganzen Oberfläche des nullten Drahtes verschwinden 
soll. Das Verschwinden im Unendlichen ist dabei stets fest- 
zuhalten. 

Nehmen wir nun an, wir hätten die Grenzbedingungen 
erster Art erfüllt, so muß offenbar dieselbe Korrektion, die 
vermöge der Grenzbedingungen zweiter Art am nullten Draht 
anzubringen ist, auch an allen übrigen Drähten vorzunehmen 
sein; andernfalls wäre eben die Differenz der Potentialwerte 
an je zwei aufeinanderfolgenden Drähten nicht mehr überall 
dieselbe. Daraus erhellt, daß die Grenzbedingungen zweiter 
Art durch einen periodischen Ansatz erfüllbar sind, d. h. durch 
eine Funktion, die sich nicht ändert, wenn man y um ein 
Vielfaches von A vermehrt (vgl. Fig. 1). Da es bei den Grenz- 


) 
. 
r 
Er E ifs 
2 
if 
n 
28 
> 
= 32 
kt = 
es 
ne 
3% 
4 


952 W. Lenz. A 


Potential. 
werte ankommt und hierbei jede periodische Funktion heraus- 
fällt, so ersieht man, daß die Bedingungen erster Art unab- 
hängig von denjenigen zweiter Art durch einen unperiodischen 
Ansatz (vgl. § 5) erfüllbar sind. Da sich nun zeigen wird, daß 
ein periodischer Ansatz auf den Wert der später zu berech- 
nenden Gesamtladung einer Windung ohne Einfluß ist, so 
werden wir die Grenzbedingungen zweiter Art nur oberfläch- 


lich behandeln. 
aah 


$5. Allgemeiner Ansatz und Koeffizientenbestimmung. 


‘Um dem Anwachsen bzw. Abfallen der Randwerte des 
Potentials nach der einen oder anderen Richtung unserer un- 
endlichen Folge von parallelen Drähten Rechnung zu tragen, 
geben wir den Dipolen, die wir im Mittelpunkt des m‘ Drahtes 
anbringen, das m-fache Gewicht der entsprechenden, zum 
ersten Draht gehörigen Dipole. Wir gelangen so zu neuen 
Gitterfunktionen, die sich von den früheren wesentlich unter- 
scheiden; wir wollen sie modifizierte Gitterlösungen nennen 
und mit 7‘, bezeichnen. Die nullte modifizierte Gitterlösung 
hat demnach die Gestalt: = A 

Der Apostroph an dem Summenzeichen 
bedeutet hier wie auch bei den später auftretenden Summer, 
daB das nullte Glied auszulassen ist. In der vorstehenden 
Form konvergiert unsere Summe für 7, jedoch noch nicht, 
wie man leicht einsieht, wenn man den Grenzwert des all- 
gemeinen Gliedes für m = + oo bildet: 


— co 


lim {mlog (5, +1)! 


m= too 

wir werden also schreiben: 

(61) {log +1) - cx flog 


Zur Konvergenz ist jetzt nur noch erforderlich, daB man je 
zwei zu m = 0 symmetrisch gelegenen Glieder zusammenfaßt. 
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Die »* modifizierte Gitterlösung I, on aus der vor- 


stehenden in der gleichen Weise wie früher durch Differentiation 


ae a’ 
(62) I,= fem 1)! we” 
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so daß die allgemeine Gestalt dieser Funktionen die oe 


1 +9 10 fT) 


mit Ausnahme der ersten, welche lautet: 


+00) . 
64) m) 
(64) I, h) 


Während wir früher bei allen Umformungen von der in Reihen- 
form bequem darstellbaren nullten Funktion (G,) ausgingen, 
ist es hier vorteilhafter, 7, zum Ausgangspunkt zu nehmen; 
denn in (64) läßt sich das allgemeine Glied so umformen: 


m APR 1 
z-imh h xz-imh’ 


Die hier übrig bleibende er. ist im wesentlichen die von 
friher her bekannte Funktion G,, und man ı gelangt zu der 
einfachen Beziehung: 


1 — 
Die Konstante, die auf der rechten Seite von (65) wegen des 
in G, mitgerechneten, in 7, fortzulassenden Gliedes m = 0 noch 
hinzutreten müßte, ist weggelassen, weil die 7, in ihrem Ver- 
halten nicht wesentlich geändert werden, wenn zu den be- 
treffenden Summen überall noch eine ganze rationale Funktion 
von z hinzugefügt wird. Diese Zusatzfunktion ist so zu be- 
stimmen, daß die J , alle für x = — oc verschwinden; wie man 
sieht, ist dies in (65) erfüllt. Die hieraus durch Differentiation 
abgeleiteten höheren Gitterfunktionen genügen daher ebenfalls 
der Bedingung im Unendlichen. Nach (62) hat man: 
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d. h. wegen (65) und (11): ereter 
(66) T,=16 


Wir haben damit alle 7, für »>1 und in (65) auch für 

v= 1 auf die @, zurückgeführt. Für 7, erhält man aus (65) 

mit Rücksicht auf (11) und (62): 
al, ad 


“da hae + 


d.h Lid 


War deme A 

much 
q 
Die Integration ist hierin von 0 bis z erstreckt, damit J, für 
z= 0 verschwindet. Indem wir für G, die Darstellung (12) 
einsetzen, erhalten wir die folgende Reihenentwickelung : 


‘ 2 x 1 
z>0 I, = — + 
wit 


Die in der letzten Gleichung auftretende Konstante rührt in 
bekannter Weise von der Integration über die Fourrierreihen (12) 
her und ist so zu bestimmen, daß die beiden vorstehenden 
Ausdrücke längs der y-Achse stetig ineinander übergehen. 
Eine einfache Rechnung zeigt, daß man für das Interval 
mh<y<(m-+ 1)h zu setzen hat: 
Const. = + nim(m + 1). 

Dagegen fällt die in dem zweiten Ausdruck (12) auftretende 
Konstante, wie man leicht einsieht, bei der Integration heraus 
Außerdem zeigt sich, daß die in (67) enthaltene Entwickelung 
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auch die Bedingung im Unendlichen des Außenraumes 
(r= — 00, vgl. Fig. 1) erfüllt; hier wird 7, gleich einer imagi- 
nären Konstanten, der reelle Teil von Z,, auf den es uns 
allein ankommt, also Null. 

Für die höheren Gitterlösungen (v > 1) folgt aus (66) und (13): 


1 9 baal go ore 
Bam 


tet 1 

ict = (vy — 2)! 

(68) 

= — — —— 8) § 1 R h 


4 1 


und für » = 1 aus (65): 
(69) 


oo 


r<0 > (s)e h 1 a 


h? 


Wir setzen jetzt wieder in Analogie zu (14) als allgemeine 
Lösung an: 


ore 
0 
wobei die a, nicht mit den früher so bezeichneten Entwicke- 
lungskoeffizienten übereinzustimmen brauchen. Der reelle Teil 
der J, ist zu nehmen, damit man entsprechend der Symmetrie 
der Stromverteilung um den Mittelpunkt des m*“ Drahtquer- 
schnittes herum eine in :* (vgl. Fig. 1) cosförmige Verteilung 
des Potentials hat, die das m-fache Gewicht derjenigen um den 
Mittelpunkt des ersten Drahtquerschnittes besitzt. 
In der Dissertation wird nun gezeigt!), daß als allgemeiner, 
auch den Grenzbedingungen zweiter Art genügender Ansatz 
der folgende angesehen werden muß: 


1) Vgl. p. 57. 


wi 


| Bin 
S 
1 
« r 
x 
t in 
nden er og 
rvall 
” a 
ende | 
raus. 
u 


yA 


W. Lenz. 


oo on 
(71) £Us a, R(T.) + 2° 6, 3m(G,). 


0 


Die Koeffizienten 4, sind, wie oben erwähnt, für unsere späteren 
Rechnungen von keiner Bedeutung; ihre Bestimmung wire 
übrigens sehr kompliziert. Sehr einfach dagegen lassen sich 
die a, bestimmen. Hierzu ist es vorteilhaft, ein neues elek- 
trisches Potential U zu definieren, das sich von dem früheren 
(vgl. (70)) um einen passend gewählten Faktor unterscheidet: 


(72) U = Het@t-9.U, 


wobei, wie öfters erwähnt, Z die pro Windung wirkende 
elektromotorische Kraft darstellt. 

Zur Aufstellung der Randbedingungen betrachten wir 
vorübergehend die Verhältnisse an einer spiralig aufgewun- 
denen Spule. An einer solchen ist die Zunahme des an der 
Drahtoberfläche genommenen Potentials offenbar stetig und 
pro Windung gleich dem in (49) berechneten Wert U,—U,=E. 
Wir erinnern hierbei an das in (52) erhaltene Resultat, wo- 
nach Z auf der ganzen Peripherie des Drahtquerschnittes 
denselben Wert hat. Wenn wir nun von der spiralig auf 
gewundenen Spule zu unserer in einzelne Drähte bzw. Ringe 
aufgelösten übergehen, haben wir den stetigen Anstieg des 
Potentials derart in einen sprunghaften zu verwandeln, daß 
die Differenz zwischen den auf zwei benachbarten Ringen baw. 
Drähten herrschenden Potentialwerten gleich Z wird und das 
Potential auf dem einzelnen Ring bzw. Draht überall den 
gleichen Wert besitzt. Wir erteilen also den Drähten die 
Potentialwerte ...—2#, —E, 0, +E, +2E,... Nennen 
wir die Differenz der Potentialwerte von U an irgend zwei um h 
in der y-Richtung (vgl. Fig.1) voneinander entfernten Punkten 
AU, so muß also sein, falls diese Punkte speziell auf der 
Drahtoberfläche liegen: 


AU,-n =F. 
Dies ist die allgemeine Form der Grenzbedingungen erster 
Art; wegen (72) können wir hierfür auch schreiben: _ 
(73) =1. 
Darin hat also 4U die Bedeutung: 
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da einer Vermehrung von y um A eine solche von z um ih 
Die in der {} Klammer stehende Differenz ist 
nach (65), (66) und (67) Geich G,, und es kommt: 


entspricht. 


(3) 


ein mit (17) formal übereinstimmender Ausdruck. 

Eine solche Funktion, die also entsprechend (73) auf der 
Drahtoberfläche konstante Werte besitzt, ist aber nach dem 
Früheren schon bekaunt; wir brauchen nur an die am Ende 
des § 3 gegebene Abbildungsaufgabe zu erinnern. 
gezeigt, daß der reelle Teil von W (45) auf dem Draht den 


konstanten Wert: 


(74, 


1 


annimmt. Wir haben also zu setzen: 


(75) a, = 


1 
v®’ 
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AU = a, RU, (2 + ih) — 


ita a, K(G.), 


v 


e,(k 
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Hiermit ist das elektrische Problem 


gelöst; es bleibt noch übrig, der Konstanten ® eine für die 
numerische Rechnung geeignete Gestalt zu geben. 

Da in (45) der reelle Teil von W auf der ganzen Draht- 
oberfläche denselben Wert ® hat, so können wir zu dessen 
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Dort war 


im wesentlichen 


Bestimmung einen uns bequemen Punkt r=+r, y=0 wählen. 


Hierfür ist, wenn v>2: 
+00 


ur r—imh)” 


wobei 8, die Bedeutung: 
+00 
1—im 


= 


a 


r)” 


.e-vs 


oasiw 


. 


3 
re > 
en u 
at: 
de 
IN» 
ler 
tes 
age Pr: 
des 
ZW. 
das 
die 
m 2. 
der 
4 


hat; ferner folgt aus (8) und (11), wenn abkürzend 2ar/h= 
gesetzt wird: 


2a 1 
Bildet man auf diese Weise aus (74) ®(—r) und (+7), w 
kommt durch Addition beider Werte: 


(1 — — (k= =) 


4 Qy 2y 


Im numerischen Teil wird ® als Funktion von v zahlenmäßig 
angegeben. Wir können aber jetzt schon ohne weitläufige 
Rechnung die beiden Endpunkte und den mutmaßlichen Verlauf 
derselben angeben. 

Für v=0 wird c,='!/, und die übrigen c, verschwinden; 
man sieht also, daß hierfür @=—oo wird. Im entgegen 
gesetzten Fall dicht aneinanderliegender Windungen ist W (43) 
im Außenraum (z< 0) überall gleich Null, da dann das Äußere, 
der Spule feldfrei abgeschirmt ist); daraus folgt aber 


Pe=n)=0. 


Da wir demnach annehmen dürfen, daB ® für v<a ganz im 
Negativen verläuft und nirgends verschwindet, so versagt unsere 
Lösung nur in dem praktisch bedeutungslosen Fall vollkommen 
dichter Wickelung. 


§ 6. Die Kapazitat. 
Wir gehen auch bei unseren Überlegungen zur Kapazitäts- 
wirkung der Spulen wieder von den Verhältnissen an einer 
spiralig aufgewundenen Spule aus und betrachten etwa, vo 
der Mitte aus gerechnet, die »'* Windung derselben. Au 
dieser wird sich wegen der Unstetigkeit der Normalkompo- 
nente der elektrischen Kraft an der Drahtoberfläche eine ge 
wisse Ladungsmenge e, ansammeln, die wir gleich der Le 
dung des entsprechenden Ringes in unserer idealisierten Spule 
setzen können. Wegen der zeitlichen Veränderlichkeit dieser 


MD A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 24. p. 623ff. 1907. 
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Ladung wird in die betrachtete Windung während der Zeit dt 
mehr Strom eintreten als aus ihr wieder heraustritt; die Diffe- 
renz ist gleich der Anderung der genannten Ladungsmenge 
während dieser Zeitdauer. Nennen wir den so an der „t@ 
Windung sich ausbildenden Differentialstrom J,, so folgt: 


de, 


(77) J, = ° 


Da e, aus unserem obigen Ausdruck (47) für das äußere und 
innere elektrische Kraftfeld berechnet werden kann, so kennen 
wir auch J,; wir wollen diese Rechnungen erst zum Schluß 
unseres Paragraphen ausführen, bemerken aber hier schon, 
daß sich ergibt e,=».e, und damit J=vJ,. 


Daß sich die aus dieser letzten Bemerkung folgende Ände- 


rung des Stromes längs des Drahtes nicht aus der Lösung 
unserer Differentialgleichung (1) schon ergab, liegt an der quasi- 
stationären Behandlung unseres Problems. Hätten wir die 
Maxwellschen Gleichungen in Strenge, also ohne Vernach- 
lässigung der Verschiebungsströme, integriert, so hätte sich 
eine solche Verschiedenheit des Stromes in der Längsrichtung 
des Drahtes ohne weiteres ergeben müssen. Man kommt aber 
bei mäßig hohen Schwingungszahlen mit den bisherigen Mitteln 
ganz gut aus. In diesem Fall ist nämlich die Änderung des 
Stromes, d. h. J, immer verschwindend klein gegenüber dem 
Gesamtstrom § = Je*"‘, den wir in allen früheren Rechnungen 
eingeführt hatten; daher wird die vermöge (77) an dem Ge- 
samtstrom anzubringende Korrektion genügen, um die Kapa- 
atätswirkung der Spule hinreichend genau darstellen zu 
können. 

Wir setzen dementsprechend für die Gültigkeit der späteren 
Betrachtungen voraus, daß die Summe aller Differentialströme J, 
genommen über alle Windungen der Spule klein sei gegen J; 
ferner verlangen wir, daß die Anzahl 2m der Windungen eine 
große Zahl sei, etwa 200 und mehr, so daß 1 gegen m, m 
gegen m? usf. vernachlässigt werden kann. 

Beim Übergang von der spiralig aufgewundenen Spule zu 
unserer idealisierten ist die stetige Anderung des Stromes 
lings des Drahtes in eine sprunghafte zu verwandeln. Dies 
kann durch eine Anordnung von der Art des Schemas 
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Fig. 3b geschehen. Hierin ist jede Windung bzw. jeder Ring 
(vgl. Einleitung) dargestellt als ein kapazitätsloses mit 0, +1, ... 

+v,...+m bezeichnetes System, das dieselbe 
gr Selbstinduktion und denselben Widerstand hat 
+2 wie der wirkliche Ring. Je zwei dieser Einzel. 
+5. systeme sind an den Stellen +1’,... +»,... 
durch ein solches System nebengeschlossen, daß 
in ihm der Strom J, bzw. J,,...d,,... fließt 
Mehr brauchen wir von diesen Systemen nicht 
zu wissen; wir können uns aber etwa, wie dies 
nahe liegt, denken, daß sie .mit Kapazität 
ausgestattet sind. Im 0 System fließe der 
Strom J, dann muß in +1 ein Strom J+J, 
fiieBen und allgemein im »* System ein solcher von der 
Stärke: 


= J + SioJ.; 
1 


da aber J. = «a-J,, wie oben beiläufig erwähnt wurde (vgl. 
p. 959), so folgt mit einer geringen Vernachlässigung: 


y? 
(78) 3, =J 2 J 
Besitzt die Spule 2m Windungen, so muB also ein Strom 
(79) 4, 


der Spule zufließen, damit in ihrer Mitte der Strom J besteht. 

Man ersieht unschwer, daB durch die in (78) enthaltene 
Korrektion des Gesamtstromes auch das magnetische Feld und 
damit der Widerstand und die Selbstinduktion betroffen werden; 
in der Dissertation wird aber gezeigt"), daß die so entstehenden 
Änderungen proportional J,?, also gegen die mit J, proportionale 
Kapazitätswirkung zu vernachlässigen sind. Daher kann man 
die früheren Werte für Widerstand und Selbstinduktion ohne 
merklichen Fehler beibehalten. 

Um die im obigen charakterisierte Kapazitätswirkung der 
Spule bestimmen zu können, wollen wir nun die Schwingung* 
gleichung des Schemas Fig. 3b aufstellen; d. h. wir wollen die 
Beziehung suchen, die zwischen dem zugeführten Strom (7$) und 
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de an Enden der Spule wirkenden 
Kraft E besteht. 

Bedeutet w den Widerstand und Z die Selbstinduktion 
pro Windung unserer Spule, so besteht zwischen den Stellen 
(v—1y und »’ (vgl. Fig. 3b) die Potentialdifferenz = 

(a = Schwingungszahl in 2a Sekunden), Summiert a dies 
über alle 2m Windungen, so kommt links die gesamte an den 
Enden der Spule wirkende elektromotorische Kraft E und 
rechts im wesentlichen die nach (78) zu bildende Summe 
aller $,; mit geringen erhält man so: 


(80) E= (+ tind), 


W=2mw, A=2ml. 


Pr 


Es handelt sich nun darum, hierin durch Elimination 
von J und J, den zugeleiteten Strom I einzuführen. Dazu 
haben wir vor allem zu beobachten, daß sich, wie zum Schluß 
dieses Paragraphen gezeigt wird, e, proportional der pro Win- 


dung wirkenden elektromotorischen Kraft = £/2m ergibt. 


so kommt aus (77) 2, =inE.e, 


und daher aus (79): ur = 


Hätten wir der jetzt kapazitätslos zu denkendon Spule eine 
Kapazität K nebengeschaltet, so würde die Gleichung lauten: 


1 
T=E (ink + 
Der Vergleich mit der vorherigen Schwingungsgleichung 


zeigt, daB wir im Fall der Spule eine Kapazität K definieren 


müssen: 

(8) K= 

die im Nebenschluß an der kapazitätslos gedachten Spule liegt. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 62 
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W. Lenz. 


Wir wollen nun noch das in gewisser Hinsicht inter- 


% A -_ essante Verhältnis zwischen der Gesamtkapazität X und den- 
sss jenigen Einzelkapazitäten betrachten, die an die Punkte 
+1',...+”,... in Fig. 3b anzulegen sind, damit definitions. 


gemäß in diesen Abzweigungen die Ströme J,,.../,,... fließen, 

Besteht zwischen den Punkten + »’ die Potentialdifferenz 2E, 

so hat man also zu definieren. 


wobei C, die Kapazität des »t" Zweiges bedeutet. Da nun 


nach dem Vorigen J, = »J, undE,=v-E,, so folgt, daß die 
j >a der Abeweigangen (vgl. Fig. 3b) alle einander gleich 


und daher aus (83): 


Die Gesamthapazitiit der Spule ist demnach m/3 mal so groß 
als die überall gleichen an einander entsprechende Windungspaare 
anzulegende Einzelkapazitäten. Wir finden also die Orlichsche 
Vermutung bestätigt, daß die Spulen sich ebenso verhalten, 
wie eine geschlossene Doppelleitung.’) An einer solchen läßt 
sich eine Kapazität & pro Längeneinheit definieren; ein Kabel 
von der Länge a wirkt dann wie eine nebengeschaltete Kapa- 
zität von der Größe }ka. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die Ladungsmenge e, des 
ersten Ringes zu berechnen, durch die sich nach dem Obigen die 
ganze Kapazitätswirkung der Spule ausdrücken läßt. Ladungen 

treten bekanntlich überall da auf, wo ein Sprung in der Normal- 

_komponenten der dielektrischen Verschiebung ® stattfindet, 
Nun besteht zwischen der im elektromagnetischen Maßsystem 
gemessenen Verschiebung D und der im gleichen Maßsystem 
gemessenen elektrischen Feldstärke € die Beziehung: 


D=— € (c = Lichtgeschwindigkeit). 


)E.Orlich, Kapazität und Induktivität p. 132. win 
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Zur Berechnung der Ladungen ist es also erforderlich, 
das Verhalten von & und gradü (vgl. (47)) auch im Innern 
des Leiters zu kennen. Da (47’) auch innerhalb des Drahtes 
gilt, so kann man für einen beliebigen, etwa durch Rotation 
des Punktes P’, Fig. 3a überstrichenen Stromfaden ähnlich 
verfahren wie früher ((49) bis (51')) und man erhält das zu 
(52) analoge Resultat, daß U auf dem ganzen Querschnitt des 
Drahtes konstant ist, daß also die Normalkomponente von 
gradU im Innern verschwindet. Dies entspricht andererseits 
der Lösung von AU=0 für das Innere bei den in § 4 er- 
mittelten Randwerten. Über ® können wir im Hinblick auf 
diese Rechnung nur aussagen, daß im Innern wie im Äußern 
stets div@= 0 besteht. Dies genügt aber vollkommen, um 
zeigen zu können, daß ® keinen Beitrag zur gesuchten Ge- 
samtladung des Ringes liefert. Betrachten wir zuerst den 
Raum innerhalb des durch den Leiter gebildeten Ringes. Für 
diesen folgt nach dem Gaussschen Satz, daß das über die 
gesamte Oberfläche erstreckte Integral der Normalkomponente 
von $® wegen div@ = 0 verschwindet. Wir betrachten ferner 
den Raumausschnitt zwischen der Ringoberfläche und den 
beiden Parallelllächen im Abstand +%/2 von der Ringebene, 
wie sie bei der Berechnung der magnetischen Energie benutzt 
wurden. Das über die gesamte Begrenzung dieses Raumaus- 
schnittes erstreckte Integral von 8, ist ebenfalls Null; und da 
sich die Integrale über die beiden Parallelflächen aus Sym- 
metriegründen aufheben, so folgt, daß auch das im Außen- 
raum gebildete Integral von 8, über die Ringoberfläche ver- 
schwindet. Für die gesamte Ladung des ersten Ringes 
bleibt also bis auf einen konstanten Faktor nur das nach 
(71) zu bildende Integral von OU/On über die Ringoberfläche 
übrig. 

Da man für U an der Oberfläche der Ringe das ebene 
Potential (71) mit (72) benutzen kann, so kommt: 
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W. Lenz, 
Nach (72) und (81) folgt hieraus: hey 


22 . 


(84) 


wir führen die Integration in der komplexen Ebene von 
z=oe'® bzw. z=r-+iy aus und schreiben hierzu'): 


aov 

MR a, + Im (GC 

(11) und (62) ist nun fir v>1: 
dreduäg d 
mt, (¢,.1,) = dx 


und da re‘*d gleich —idz gesetzt werden kann: 


(G,, = — o(G 


v+1? 


Das Integral ist über die Peripherie des ersten Draht- 

querschnittes zu nehmen und verschwindet für »=1, da dann 

in der Entwicklung von @ bzw. I” (vgl. (9) und (63)) kein Glied 

mit z-! vorkommt. Daher ist: 


| ög Je=r ög Je=r nit 


2 
ähnlich wie oben folgt nun wieder: mh 
und da nach (64): 


(84’) IE dz= 2 ni, ALT 


so kommt endlich aus (84) und (75): 
3 
oD 


(85) 


1) Der jetzige Index » ist nicht mit dem obigen Index » zu ver 
wechseln, der zur Numerierung der Windungen diente. = 


Ar > 
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Man ersieht unschwer, daß man bei einem Umgang um den 
Mittelpunkt des a” statt des ersten Drahtes den «-fachen 
Wert bekommen würde, da jetzt in (84°) das Residuum nicht 
gleich 1, sondern gleich @ würde. Die aus (85) gemäß (81) 
berechnete Ladung e, stellt den Mittelwert der auf der ersten 
Windung der Spule befindlichen wirklichen Ladung dar. Wie 
man sieht, ware zu deren Bestimmung nur eine ganz ober- 
fächliche Kenntnis des elektrischen Potentials, nämlich die- 
jenige von a,, nötig gewesen. Ein Blick auf unsere bisherigen 
Rechnungen: zeigt aber, daß die Kenntnis dieses Koeffizienten 
nicht ohne den oben gemachten Umweg zu erhalten war. 
Daran, daß e, gemäß (76) von der Schwingungszahl un- 
abhängig ist, ersieht man nach (83), daß auch die Kapazität 
nicht von der Schwingungszahl abhängt. Es ist jedoch zu be- 
tonen, daß diese Unabhängigkeit nur so lange von der Theorie 
verlangt ist, als die Wellenlänge des Stromes groß ist gegen 
die Spulendimensionen. Dielektrische Verluste sind hierbei 
natürlich nicht mit berücksichtigt. 


IIL Näherungsformeln und numerische Resultate. 
Ich gebe zunächst einen Überblick über die wichtigsten 

im vorstehenden eingeführten Bezeichnungen, um einen Ver- 

gleich unserer Formeln, insbesondere der hier abzuleitenden 


Näherungsformeln, mit den bisher vorliegenden zu erleichtern. 


Es bedeuteten: A ale. uslloe ge 


s die Dielektrizitätskonstante 

e die Lichtgeschwindigkeit, 

h die Ganghöhe, 

o die Leitfähigkeit (= 5,9 . 10”* em”? sect! 
für Kupferdraht), 

u die magnetische Permeabilität, oW wa 

n die Schwingungszahl in 27 sec. 


ash dong 


Diese Größen traten hauptsächlich in den Verbindungen auf: 


2ur 
‘ibe =—4ainuoc, v h 
uv J, (kr) 


wed 
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3 
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J, bedeutet dabei die »* Besselsche Funktion und J,’ ihren 
Differentialquotient nach dem Argument. 
Wir hatten früher von w und w, nur das Verhältnis w/w, 
betrachtet und über die Bedeutung von w und w, einzeln ge- 
nommen noch nichts weiter festgesetzt; ferner war in (71) die 
Selbstinduktion pro Längeneinheit berechnet. Im folgenden 
soll nun pro Windung bedeuten: 
w den Wechselstromwiderstand, ph. 
w, den Gleichstromwiderstand, 
L die Selbstinduktion bei Wechselstrom, 

ferner: 
e, = He, die gesamte Ladung der ersten Windung, 
E = E/2m die EMK. pro Windung, Ash 


2m die Anzahl der Windungen der Spule, ar a on 


und abkiirzend: 
W=2mu; A=2mL 


den gesamten Widerstand bzw. die gesamte Selbstinduktion der Spule. 


Näherungsweise darstellbar sind unsere Formeln nur im 
Falle kleiner und in demjenigen sehr großer Werte von Ar. 
Damit kr eine große Zahl wird, muß im allgemeinen die 
Schwingungszahl n sehr groß genommen werden. Da aber 
für solche schnellen Schwingungen unsere obigen Betrach- 
tungen wegen der Vernachlässigung der Verschiebungsströme 
versagen, so werden wir uns auf den Fall kleiner kr be 
schränken müssen. Da es aber auch hier vorkommen kann, 
daß n beträchtlich groß wird, wenn nur r hinreichend klein 
ist, so wollen wir als Kriterium für die Gültigkeit unserer 
Formeln aufstellen, daß die benutzte Wellenlänge groß ist 
gegen die Wellenlänge der Eigenschwingung der Spule, die 
ja nach den Untersuchungen von Drude bei langen Spulen 
etwa gleich dem doppelten bis 11/,fachen der Gesamtlänge 
des Spuiendrahtes ist.!) Beträgt etwa die Länge des Spulen- 
drahtes 40 m, so wird man noch hinreichend genaue Werte 
für Wellenlängen von 2km erhalten. 


Näherungsformeln. St), 
(Für kleines kr.) 


Wir setzen u=1, weil der Fall u=+1 praktisch von ge 
ringem Interesse ist und unsere Formeln hierfür unnötig 


wech P. Drude, Ann. d. Phys. 9. p. 293. 1902. 
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kompliziert werden, und stellen einige Reihenentwickelungen 
voran, die wir im folgenden öfters verwenden werden: 


al J, (k r) 2 kr\? darstei 
1-4, 2 id 1 k r\* pach 
_ kr 1 (kr 


Wir wollen zuerst die Gleichstromwerte ‘ac 0. aufschreiben. 
Aus (36), (86) und (83) erhält man tyseriedd nal 


CO, = — 2(— Bam stay 


CO = 1, fir m>1, 
a) Wegen der Substitution (35) hat man im Hinblick auf 
(60) fir den Widerstand zu bilden: 
r G, CG, _ 0,08 
dabei bedeutet |k| den absoluten Betrag von k und es ist sf 
kh? = d.h. = 4 
Beachtet man, daß nach (90) alle ungeraden C außer Oo 
verschwinden, so erhält man aus (60) unter Benutzung von 
(89) und (91): 


wobei P die schon von Sommerfeld tg Bed a re : 


M 


(90) 


oder nach (90) in sehr guter Näherung: Hae 
ia + (2) +5 (+) + (=) 


b) Um den Gleichstromwert der Selbstinduktion zu gern 
gehen wir von (53) mit (52°) und (51”) aus. Nach (16), (25) 
und (86) sind für & = 0 alle w, = 1/s; also nach (51”) bi (52): 


= — 4nR{v+ log(l1—e-*}, 
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und , (52), (86), (89) und il 


Schreibt man die Selbstelbetinduktion pro Windung: x 


* + Ip, 
(93) so kommt: 
— log nat (1 ; 
2» 


Man überzeugt sich übrigens leicht, daß man schon eine sehr 
gute Näherung erhält, wenn man von der Summe über die 


Cx? nur das erste Glied berücksichtigt, so daß: a 

(93°) DL, = 4 — lognat(1 — — ; ur 
An der in gewöhnlicher Weise berechneten Selbstinduktion ist also 

eine Korrektion 4n RL, gemäß (93') anzubringen. ie: 

$8. Formelvergleichung. 


a) Den Vergleich der Formeln ‘von Sommerfeld und 
Cohen!) für den Widerstand habe ich an anderer Stelle aus- | 


(P) 


- 
ist, so wits 
Formeln: wuintellen, | 

rubies, 40, 30 


Fig. 4. 


führlich behandelt?), ich beschränke mich daher hier auf die 
Wiedergabe der dortigen Resultate. Die Cohensche Formel 
kann für kleines kr so geschrieben werden: 


1) L. Cohen, Bull. Bur. of. Stand. 4. Nr. 1. p. 161. 1907. 
2) W. Lenz, Jahrb. d. drahtl. Telegr. u. Teleph. 1910/11. 
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80 AR also P (vgl. (92)) bei can eine Parabel darstellt. 


In Fig. 4 sind die Cohenschen Werte punktiert ingetragen — 
und die Kurve (92°) ausgezogen. Wie man sieht, stimmen Ne an 
beide Kurven für v < 2/2 gut überein. Br 
Für unendlich hohe Schwingungszahlen erhält man nach ee : 
Cohen, wie auch nach Formel (60): Peas: 


Mit Psommerfela ist der aus (60) folgende Wert bezeichnet, den 
Sommerfeld in der mehrfach erwähnten Arbeit ableitet. ') 
Er konnte zeigen, daß g(r)= 3,73 und 9(0)=1. Unter 
Hinzuziehung geeigneter Messungen von Black konnte er 
dann den mutmaßlichen Verlauf der g-Kurve angeben; er ist 


viv ‚no u 


in Fig.5 strichpunktiert eingezeichnet. Die Berechnung mittels 
unserer Formeln für die c, ergibt etwas höhere Werte; man 
findet: 
p = 1,076 1,28 1,92 (3,73) ——— 


1) A.Sommerfeld, Ann. d. Phys. 24. p. 623ff. 1907. 
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Der hier eingeklammerte Wert von » fir v =a ist von 
Sommerfeld entnommen; die iibrigen Werte sind in dep 
letzten angegebenen Dezimalstellen unsicher. Die so erhaltene 
g-Kurve ist in Fig. 5 ausgezogen. ; 

Interessant ist der Verlauf dieser Kurve in der Nähe des 
Punktes »=0. Hier verschwinden ja nach (39) und (43) 
alle C,, folglich nach (35) auch alle c, bis auf c,, wofür man 
aus (42) wegen A, (00) = 0 erhält: 

also: 
Mas Kberzeupt sieh & 


4 mon 
gute Naberang erhält, Won det 


in der Nähe von »=0, Indem Sommerfeld qnnshes 1), daß 
der Fall v= 0 dem Gleichstromfall gleich komme (für den 
die Maxwellsche Gitterfunktion eine einfache Lösung bietet), 
erhielt er hierfür 1+ v?/8. Denn hierfür ist ebenfalls C, =0, 
aber wegen 4(0)=1 kommt c,(k=0)=4. Hieraus erhellt, 
daß der Fall sehr dünner Drähte und beliebig hoher Schwin- 
gungszahl immer noch erheblich vom Gleichstromfall ver- 
schieden ist. 

Die Cohensche g-Kurve ist punktiert eingezeichnet und 
weicht besonders für abnehmende Werte von v stark von der 
Sommerfeldschen Kurve und der meinigen, wie auch von 
den mit 0 bezeichneten Blackschen Meßwerten ab. 

b) Will man unsere Selbstinduktionsformel (93”) mit den von 
anderen Autoren berechneten Korrektionen Z, vergleichen, so 
hat man vor allem darauf zu achten, daß der Spulenradius 
überall in der gleichen Weise gezählt wird. Bei Heaviside?) 
z. B., der der Einfachheit halber den Drahtqnerschnitt qua- 
dratisch und die Windungen als isolationslos dicht aufeinander- 
sitzend annimmt, wird der Spulenradius von der Spulenachse 
bis an die innere Wand des von dem Draht gebildeten Hohl- 
zylinders gerechnet. Dies entspräche aber in unserer Be 
zeichnungsweise (vgl. Fig. 3a) einem Werte R—r. Mit Rück- 
| 


1) A. Sommerfeld, 1. c. p. 629. + 
2) O. Heaviside, Electrical papers 1. p. 356. vehi 2.sü 
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von sicht hierauf erhält man nach einer kleinen Umrechnung aus 
den den Heavisideschen Formeln: 


ene 


des Der Heavisidesche Fall h = 2r ist dabei zugleich auf be- 
(43) liebige Werte von A verallgemeinert; deshalb ist auch voraus- 
naa zusehen, daß der vorstehende Wert von J, für kleine v nicht 
richtig sein wird. Uber die Abweichungen von dem genauen 
Wert (93°) gibt Fig. 6 Aufschluß, in der die verallgemeinerte 
Heavisidesche Kurve punktiert eingetragen ist; die Kurve (93°) 


ist ausgezogen. 


tet}, +1 N | 
=0, 

der 2: eins Fig. 6. Dore Soaks 


Der Heavisidesche Wert von J, findet sich auch bei 
von Coffin’) und Esau). 


er: Für sehr kleine Werte von » geht (93) über in — logy; 
dius dies erinnert an den Wert des Selbstinduktionskoeffizienten 
de?) eines einfachen Kreises, der bekanntlich für gegenüber dem 
jaa- Halbmesser 2 verschwindendem Drahtradius r wie — 42 Rlogr 
der- unendlich wird. Die verallgemeinerte Heaviside-Coffinsche 


Formel versagt in diesem Gebiete also gänzlich; man beachte 
ohl- jedoch, daß (93) nur gilt, wenn RSA. 

c) Über die Kapazität der Spulen existieren bis jetzt noch 
keine Formeln, so daß ich mich hier auf eine Angabe der 


1) J. G. Coffin, Bull. Bur. of Stand. 2. p. 351. 1906. — 
Esau, Ann. d. Phys. 34. p. 57. 1911. AU 
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n/8 m/4 n/2 
0,66 0,82 0 


Von ® ist aus früheren Erörterungen bekannt, daß es für 
v=n verschwindet; die angegebenen Werte sind höchstens 
in der letzten Dezimale ungenau. 

7 Man ersieht übrigens aus der üblichen Größe der Werte 
= für m (einige hundert) und % (einige cm), daB sich aus (94) 
und (95) für die Kapazität Werte von der Größenordnung 
107% bis 1071 ergeben; die Kapazität unifilar gewickelter 

Spulen wird also ungefähr 101% bis 10° Farad betragen. 

Für sehr kleine Werte von v folgt aus (76): 


~ log». 


_ Wir oon “ps in dem allerdings seltenen Fall eines 


m aR 
Kat... 
nee wie überhaupt die Form des Ausdruckes (94), erinnert 
an die ähnlich gelagerten Verhältnisse an einer Doppelleitung 

von kleinem Drahtradius r gegenüber dem Abstand d der 
Drähte Für die gleiche Drahtlänge 2r R-2m ergibt sich 
nämlich nach Orlich?), daß die Doppelleitung wirkt wie ein 
kapazitätsfreies System, dem eine Kapazität: 
vey 
m aR 
K= lear 
nebengeschaltet ist. Fir Werte von d und r 
Formel: 


Größe und des Kurvenverlaufes derselben beschränken muß, 
Be Wie sie aus (83) und (85) folgen. Man erhält: 
| 3 ME Die Funktion ® | schnet werden; man findet: 
= 
| 
IE Naherungsfo 
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Sie zeigt einen ganz ähnlichen Verlauf wie (94); die Werte 
beider weichen um so mehr voneinander ab, je größer r/d 
bzw. v wird. Dech ist nach den obigen Zahlenangaben für ® 
die Spulenkapazität stets größer als die der entsprechenden 
Doppelleitung (d=h, gleiche Drahtlinge). Dies mag über- 
raschen, denn man ist geneigt, umgekehrt die Kapazität der 
Doppelleitung für größer zu halten, weil hier solche Stellen 
der Leitung relativ dicht nebeneinander liegen, an denen ent- 
gegengesetzt gleiche Potentialwerte bestehen. Will man unse- 
rem obigen Resultat eine plausibele Deutung geben, so könnte 
man etwa folgendes sagen. Bei der Doppelleitung wird in 
jedem Punkt die Ladung wesentlich durch die unmittelbare 
Nachbarschaft bedingt sein; weiter entfernte Stellen der Lei- 
tung werden nur einen verschwindenden Beitrag liefern. Bei 
der Spule ist umgekehrt die ganze Leitung auf einen relativ 
kleinen Raum zusammengedrängt, und infolgedessen wird die 
Ladung an jedem Punkt wesentlich durch das Zusammen- 
wirken aller Teile der Leitung bedingt sein. 

Man kann in diesem Zusammenhang auch leicht Ver- 
mutungen über die Größe der Kapazität bifilar gewickelter 
Spulen anstellen. Hier wird trotz des Zusammendrängens der 
Leitung auf den engen Raum der Spule doch der Fall der 
Doppelleitung ziemlich rein verwirklicht sein. Die Kapazität 
wird zwar größer sein als die der Doppelleitung, doch wird 
sie die ohnedies schon größere Kapazität der unifilar ge- 
wickelten Spule nicht erheblich übertreffen. Eine spätere an 
der gleichen Stelle zu publizierende Arbeit über bifilar ge- 
wickelte Spulen wird diese Verhältnisse an Hand von zahlen- 
mäßigen Belegen näher erörtern. 

Ein Vergleich mit der Erfahrung ist bezüglich der 
Widerstandsformeln für kleine Schwingungen schon mehr- 
fach!) gemacht worden; danach steht ihre Gültigkeit außer 
Zweifel. Allerdings lassen sich unsere Formeln nicht auf die 
letzthin von A. Esau?) veröffentlichten Meßwerte anwenden, 
da bei den dort untersuchten Spulen R/A meist nicht groß 
gegen 1 war, außer in einem Falle, wo A/A= 10 und ent- 


1) W. Lenz, Jahrbuch für drahtlose Telegraphie 1911. 
2) A. Esau, Ann. d. Phys. 34. p. 57M 1911. By 3%. 
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974 IE Wy. Lenz. Kapazität der Spulen. 


bei den obigen theoretischen Angaben bewenden lassen, 


auszusprechen. 
München, Inst. f. theoret. Physik. weg} a 


angegeben; Hr. Esau hat ihn mir brieflich mitgeteilt. 


(Eingegangen 17. Januar 1912. 


tre doob eh 


sprechend die Ubereinstimmung mit den berechneten Werten 
recht gut war.!) Da über die Kapazitätswirkung unifilar ge. 
wickelter und als unendlich lang anzusehender Spulen noch 
gar keine experimentellen Werte vorliegen, so muß ich es 


Zum Schluß sei es mir gestattet, auch an dieser Stelle 
meinem hochverehrten Lehrer Hrn. Prof. Sommerfeld für die 
rege Anteilnahme an meiner Arbeit meinen herzlichsten Dank 


1) Der Wert des Spulenradius ist in der betreffenden Arbeit nicht 
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6. Über Zustandsgleichungen im Gebiete i] 
kleiner Volumen; ye 

von G. Tammann. 


Aus den Nachr. der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 
Math.-physik. Kl., 28. Okt. 1911.) 


Die im folgenden zu entwickelnden Zustandsgleichungen 
für isotrope und anisotrope Stoffe haben ihren Ursprung in 
der Erfahrung. 

Die Zustandsgleichung der Flüssigkeiten bei kleinem Vo- 
lumen gründet sich auf die Messungen der Volumenflächen 
mehrerer Flüssigkeiten von E. H. Amagat.!) Auf Grund der 
wnübertroffenen Untersuchungen von Amagat kann gezeigt 
werden, daß bei Drucken, die größer sind als die einer ge- 
wissen p-7-Linie, die Volumenflächen der Flüssigkeiten sich 
durch sehr einfache Gesetze wiedergeben lassen, die betrefis 
ihrer Durchsichtigkeit an die Gesetze idealer Gase erinnern. 

Über die Volumenflächen anisotroper Körper sind wir 
bekannilich sehr wenig unterrichtet, wir kennen aber ein Ge- 
setz, welches die Wärmeausdehnung eines Stoffs in isotropen 
und anisotropen Zuständen verbindet, und welches, wie wir 
sehen werden, darauf hinweist, daß die einfachen Volumen- 
gesetze, denen bei höheren Drucken die Flüssigkeiten unter- 
worfen sind, wahrscheinlich auch auf kristallisierte Stoffe über- 
tragen werden dürfen. 

Diese Erfahrungen ermöglichen die Behandlung einer 
Reihe von Fragen aus der Gleichgewichtslehre nach Methoden, 
die bisher auf die Gleichgewichte zwischen isotropen und an- 
isotropen Phasen nicht angewandt werden konnten, weil es 
an jeder Andeutung über Zustandsgleichungen, die für das 
hier in Betracht kommende Gebiet der p-7-Ebene gelten, fehlte. 


1) EH.Amagat, Ann. de chim. et de phys. (6) 9. 505. 
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‘Der Weg, aes zu den folgenden ne führte, 
gibt auch Auskunft über ihr Wesen und ihren Gültigkeits- 
bereich. Vor Jahren fand ich für die Lage der Volumen. 
isobaren eines Kristalles und seiner Schmelze beim Schmelz- 
punkt eine einfache Regel.) Denkt man sich die beiden Vo- 
lumenisobaren zu tiefen Temperaturen geradlinig verlängert, 
so findet man, daß sie sich beim absoluten Nullpunkt schneiden, 
Schon damals wurde geprüft, ob eine analoge Regel auch für 
die Volumenflächen der von Amagat untersuchten Flüssig- 
keiten gilt. Doch ergab sich, daß bis zu Drucken von 1000 Atm. 
diese Regel auf die Volumenfläche von Flüssigkeiten bei Tem- 
peraturen etwa 100° über ihren Schmelzpunkten nicht über- 
tragbar ist. Von einer weiteren Prüfung bei höheren Drucken 
wurde damals Abstand genommen. Als diese Frage nun wieder 
aufgenommen wurde, ergab sich, daß von 1000—3000 Atm, 
auch die Volumenisobaren der Flüssigkeiten, wenn man sie 
geradlinig zu tiefen Temperaturen hin verlängert, sich bei der 
Temperatur des absoluten Nullpunktes schneiden. Es scheint 
also die Wärmeausdehnung mindestens eines Teiles der Stoffe 
bei kleineren Volumen durch ein einfaches Gesetz, welches 
sowohl für den isotropen als auch den anisotropen Zustand 
gilt, geregelt zu werden. Damit war auch der Anstoß ge 
geben, eine möglichst einfache Form einer Gleichung für die 
Volumenisothermen der Flüssigkeiten bei höheren Drucken, 
über 1000 Atm., zu suchen. 

Nachdem erst die Forderung, daß dieselbe Gleichung, 
welche die Isothermen von 1000—3000 Atm. darstellt, auch 
die Isothermen bei kleineren Drucken wiedergeben soll, auf- 
gegeben war, brauchte ich nach einer geeigneten Gleichung 
nicht lange zu suchen. 

Es stellte sich heraus, daß für Äther eine Gleichung von 


der Form i 
+? h lee 


WO U,=.0, 4 und K Konstante bedeuten, genügt, um die Vo 
lumenisothermen des Athers von 1000—3000 Atm. mit hin- 
reichendem Anschluß an die Erfahrung wiederzugeben. Damit 
war eine Grundlage gewonnen, auf der sich weiter bauen ließ. 


— 
— 
en... 
= 
aq 
u 
1) G. Tammann, Ann. d. Phys. 1. p. 275. 1900. | 
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1. Die Volumenisothermen der Flüssigkeiten. 


Im folgenden wird gezeigt werden, daß bei Drucken über 
1000 Atm. die Formel: 
K 


(1) Vp = Vp moo + A K+p 


die Volumenisothermen des Äthyläthers, die Amagat bis 
3000 Atm. festgelegt hat, in befriedigender Weise wiedergibt. 

Nachdem sich fir zwei Isothermen des Athers ergeben 
hatte, daß die Formel (1) bei Drucken über 1000 Atm. einen 
guten AnschluB an die Beobachtungen von Amagat ergibt, 
übernahm Hr. Dr. Körber die Prüfung -dieser Formel am ge- 
samten Amagatschen Beobachtungsmaterial. Um dem Leser 
ein Beispiel für den Anschluß der Formel (1) an die Beob- 
achtungen von Amagat zu geben, sind den Rechnungen von 
Hrn. Dr. Körber für drei Isothermen des Äthers die Werte 
der Konstanten X, A und v,... entnommen worden (Tab. 1); 
außerdem finden sich in Tab. 1 die mittels der Formel be- 
rechneten und die von Amagat bestimmten Volumina. 

Aus den Differenzen der gefundenen und berechneten Vo- 
lumen ist zu sehen, daß von 0—1000 Atm. die gefundenen 
Volumen größer sind als die berechneten, daß sich aber bei 
höheren Drucken die berechneten und gefundenen Volumen 
kaum merklich unterscheiden. 

Einen ähnlich guten Anschluß an die Erfahrung gibt die 
Formel (1) bei Drucken über 1000 Atm. für alle von Amagat 
untersuchten Flüssigkeiten mit den von Hrn. Dr. Körber be- 
rechneten Konstanten. 

In dieser Hinsicht besteht zwischen normalen und asso- 
ziierten Flüssigkeiten kein wesentlicher Unterschied. 

Aus der Tab. 1 ist, wie erwähnt, zu ersehen, daß man 
den Anschluß der berechneten Volumen an die beobachteten 
80 weit treiben kann, daß die verbleibenden Differenzen kleiner 
werden als die zu erwartenden Beobachtungsfehler, welche im 
Mittel auf etwa 0,0006 des Volumens zu schätzen sind. Es 
kann uns das nicht wundern; denn dem Rechner stehen drei 
Konstanten zu Gebot, über die er willkürlich verfügen darf. 
Wir werden später sehen, daß man sich von dieser Willkür 
befreien kann, und daß auch dann noch die Formel (1) die 

Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 
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Beobachtungen Amagats bei Drucken über 500 Atm. inner- 
halb der Beobachtungsfehler darzustellen imstande ist. Hier 
hu sollte nur gezeigt werden, daß die Formel (1) dank ihrer An- 
sss passungsféhigkeit die Volumen über 1000 Atm. mit fast be- 
m ig liebiger Annäherung an die Erfahrung darzustellen vermag. 


Tabelle 1. 
Äthyläther. 
t 0,00° 20,20° | 50° 
| 

K 3074 2874 2558 

A (0,2991 0,3200 0,3540 

900 | 0,6878 0,6927 0,7000 

Amagat 1,0000 1,0320 1,0865 (extr.) 

berechnet 0,9864 1,0127 1,0540 

4-10* +18 + 198 + 325 

Amagat | 0,9465 0,9674 0,9995 

berechnet 0,9446 | 0,9649 | 0,9961 

Amagat 0,9130 0,9295 0,9545 

berechnet 0,9130 0,9295 0,9545 

A-10* | 0 0 0 

| 

Amagat | 0,8885 0,9020 0,9231 

berechnet | 0,8883 0,9023 0,9231 

4-10* + 2 ~~ 3 0 

Amagat 0,8684 0,8805 0,8988 

berechnet 0,8685 0,8806 0,8987 

4-10* - 1 - 1 + 1 

Amagat 0,8522 0,8631 0,8790 

berechnet 0,8523 "086831 | 0,8790 

A+10* 1 0 

Amagat 0,8387 0,8485 0,8629 

berechnet 0,8387 0,8485 0,8629 

4.10% | 0 0 0 


ee Den Konstanten der Formel (1) darf man folgende be 
stimmte physikalische Bedeutungen geben: v,_.. ist das Grenz- 
RR Pk: volumen bei unendlich hohem Druck, A ist das freie Volumen 


beim Druck p=0, der Ausdruck A(K/K-+p) gibt das freie 
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Volumen beim äußeren Druck p an, und Ä ist der Teil des 
inneren Druckes, der durch die gegenseitige Anziehung der 
Moleküle bedingt wird. 

Man kommt also auf Grund des Verlaufes der Volumen- 
isothermen zum Resultat, daß sich das Volumen der Flüssig- 
keiten bei hohen Drucken so ändert, als ob die Molekular- 
anziehung unabhängig vom Volumen ist. 

Aus den letzten Äußerungen von van der Waals?) über 
die Abhängigkeit seiner Konstanten 5 vom Volumen ist zu 
ersehen, daß man auf atomistischem Wege die Frage nach 
dieser Abhängigkeit bei kleinen Werten des Volumens nicht 
gelöst hat. Damit bleibt auch die Frage nach der Abhängig- 
keit der Molekularanziehung vom Volumen offen. Daher ist 
es auch vom Standpunkt der Atomistik angezeigt, zuerst un- 
abhängig von den Vorstellungen von van der Waals die 
Gesetze der Volumenflächen bei höheren Drucken zu suchen, 
und dann erst, wenn diese feststehen, diese Gesetze mit denen 
des Gebietes der van der Waalsschen Gleichung auf Grund 


atomistischer Theorien zu verbinden. if sede 


Schreibt man die Gleichung (1) in der Form: Sidaao 
— = AK, 


so fällt ihre formale Anslıgie mit dem Boyle-Mariotteschen 
Gesetz: 

vp = konst. 
in die Augen. 

Sowohl die Volumenisothermen der Flüssigkeiten über 
1000 Atm. als auch die Volumenisothermen idealer Gase sind 
gleichseitige Hyperbeln, ein Unterschied besteht nur in der 
Hinsicht, daß für die Volumenisothermen bei hohen Drucken 
die Koordinaten der Gasgleichung um v,.. und XK parallel 
sich selbst zu verschieben sind. Es gilt also betreffs des 
freien Volumens (v,— v,-..) und betreffs des inneren Druckes 
(K+ p) für das Volumen der Flüssigkeiten ein Gesetz, welches 
mit dem Boyle-Mariotteschen Gesetz formell identisch ist. 
Das Volumen idealer Gase ändert sich auf dem Schenkel einer 
gleichseitigen Hyperbel, dessen Asymptote die v-Achse ist, 


1) J. D. van der Waals, Die Zustandsgleichung. Akademische 
Verlagsgesellschaft Leipzig 1911. 
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und das Volumen stark komprimierter Flüssigkeiten ändert 
sich auf dem Schenkel einer gleichseitigen Hyperbel, dessen 
Asymptote parallel der p-Achse ist. 

Auf die Beziehungen der drei Konstanten v,_., 4 und X 
zur Temperatur und zum Druck werden wir später näher ein- 
zugehen haben. 


12 sae 2. Die Isobaren der Flüssigkeiten. 


| Aus den Messungen von Amagat folgt, daß die Wärme- 
_ ausdehnungen für eine konstante Masse bei konstantem Druck, 
die Werte d,v/d7, um so weniger von der Temperatur ab- 
hängen, je höher der betreffende konstante Druck gewählt 
wird. Bei nicht assoziierten Flüssigkeiten wird der Einfluß 
der Temperatur auf den Wert von d,v/d7 zwischen 1000 bis 
1500 Atm. so gering, daß bei höheren Drucken die Differenzen 
der Werte d,v/dT bei verschiedenen Temperaturen die Ver- 
suchsfehler nicht mehr übersteigen, man darf also bei Drucken 
über 1000 Atm. die Ausdehnung normaler Flüssigkeiten als 
unabhäng von der Temperatur betrachten und die Gültigkeit 
der Gleichung: 


annehmen. 

Da Amagat nicht die Werte d,v/d7', sondern die Werte 
1 d,v 
v aT 
weiligen Volumen dividiert hat, so wurden aus seinen Tabellen 


für die Volumen bei verschiedenen konstanten Drucken und 
verschiedenen konstanten Temperaturen die Volumenände- 
rungen für Temperatursteigerungen bei konstanten Drucken 
entnommen und durch die entsprechenden Temperatursteige- 
rungen dividiert. Man erhält in dieser Weise die Werte d,v/dZ, 
bezogen auf eine konstante Masse, welche bei p= 1 und t= 
die Volumeneinheit erfüllt. Um diese Werte auf 1g zu redu- 
zieren, müßte man dieselben noch durch die Dichte der Flüssig- 
keit bei a=1 und ¢=0° dividieren. 

Die Ausdehnungen d,v/d7, bezogen auf dieselbe konstante 
Masse, die bei 2=0° und p=1 die Volumeneinheit erfüllt, 
sind ir der Tab. 2 zusammengestellt. eat A 


tabelliert hat, die Ausdehnungen also durch die je 
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Tabelle 2. 
Die Wärmeausdehnung bei konstantem Druck. 


 Schwefel- 
Athyläther | kohlenstoff Methylalkohol | Athylalkohol 
Atm. ar! zr 
von von | von von von von | yon ~ 
| | 0-20 %20—50° 0—23° 23—40 01 0— 20 20—40 


1! 158 185 116 | 127 112 | 112 
500 108 108 | 88 | 8 
1000 | 82 4 | 7% 80 | 78 BA 
1500. 67 11 66 70 64 65 61 59 ‘a 2 
2000 60 61 59 60 57 | 58 55 55 
2500 54 58 55 55 52 53 49 50 
3000 48 48 50 | 50 47 | 49 46 45 = 

’ Propylalkohol | Wasser 

" p in | dv - 105 | Av + 10° Aa. 
4T | 4T weher 
von von | von - | yon 7 
0—25° | 10—40° 0—20° | 99_50° 
1 101 103 84 337 >. 
500 | 74 18 184 360 5 
1000 | 6 | 265 8380 tits 
1500 56 57 | 304 0, 
20° 58 | 883 
200° 4 | 47 360 406 
3000 41 45 365 406 
sh 


Bei Drucken unter 1000 Atm. sind die Wärmeausdehnungen 
fir ein höheres Temperaturintervall durchweg größer als für 
ein tieferes Temperaturintervall. Mit zunehmendem Druck 
schwindet aber dieser Unterschied, und die noch bleibenden 
Differenzen sind nicht größer als die Versuchsfehler, nämlich 
2—4 Einheiten der fünften Stelle. 

In dieser Beziehung unterscheiden sich die assoziierten 
Alkohole von den normalen Flüssigkeiten, Äther und CS,, nicht, 
nur das Wasser nimmt eine Ausnahmestellung ein. 

Man darf also behaupten, daß mit steigendem Druck die 
Wärmeausdehnung der Flüssigkeiten sich dem einfachen Grenz- 
gesetz nähert, daß die /sodaren der Flüssigkeiten gerade Linien 
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werden; bei normalen Flüssigkeiten wird dieses Gebiet schon 
bei 1000 Atm. und bei Temperaturen 150° über ihren Schmelz- 
kurven erreicht. Mit sinkender Temperatur verschiebt sich 
das Gültigkeitsgebiet zu kleineren Drucken, so daß für unter. 
kühlte Flüssigkeiten, wie auch die Erfahrung am Betol?) ge. 
zeigt hat, die Isobaren für = 1 Atm. gerade Linien werden, 
Auch die assoziierten Flüssigkeiten fügen sich im allgemeinen 
dieser Regel, nur das Wasser bildet eine Ausnahme, da be. 
kanntlich beim Schmelzpunkt des Wassers die d,v/dT-Werte 
sich ganz abnorm verhalten. 

Die Gleichung der Isothermen und die Tatsache, daß die 
Isobaren bei höheren Drucken gerade Linien sind, genügen 
aber zur Festlegung der Volumenfläche nicht. Das wird erst 
durch folgende sich ebenfalls auf die Messungen von Amagat 
stützende Regel ermöglicht. 

Es hat sich nämlich herausgestellt, daß bei Drucken über 
1000 Atm. die geradlinigen Isobaren sämtlich nach einer Ge- 
raden hin verlaufen, welche parallel der 7-Achse im Abstande 
Up=oo von der 7-Achse liegt, daß also für die Isobaren die 


Gleichung: 

(2) ove = % 
gilt. - 


Zur Priifung dieser Gleichung wurden fir je drei Tem- 
peraturen aus den Volumen von Amagat, vz,,, und dem 
Grenzvolumen v,. der Tab. 7 die Werte v,,, — v./ 7 berechnet, 
Die den Werten d,v/d7 entsprechenden Werte 4v/AT wurden 
für die in der Tab. 3 angegebenen Temperaturintervalle eben- 
falls aus den Volumen Amagats berechnet, 

Der Mittelwert je zweier v,—v,,/7'-Werte bei demselben 
Druck sollte gleich sein der Ausdehnung Av/AZ, die sich auf 
das Temperaturintervall der beiden v,—v./7-Werte bezieht 
Da die Av-Werte sich von 200-10-* — 100-107 ändern, die 
Volumen Amagats aber mit einem Fehler von + 6-10"* 
behaftet sein können, so können die Fehler der Ausdehnungen 
Av/AT bis auf 10 Proz. ihres Wertes wachsen. Nun ist aus 
der Tab. 3 zu ersehen, daß von 1000 Atm. an die Differenzen 


-—-:1) @ Tammann, Zeitschr. f. physik. Chem. 28. p.31. 1899. 
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der Werte Vy — Yoo/ und Av/AT diese Fehlergrenze nicht 
überschreiten, man darf also behaupten, daß von 1000 Atm. 
an die Gleichung (2) innerhalb der Fehlergrenzen die Aus- 
dehnungen wiedergibt. Allerdings ist nicht zu leugnen, daß 
die Ausdehnungen bei Drucken von 1000 Atm. an durchweg 
etwas kleiner sind als die v,— Un /T-Werte, während man zu 
erwarten hätte, daß die Av/ AT-Werte innerhalb der Versuchs- 
fehler sowohl größer als auch kleiner als die v,—v,,/7-Werte 
sein sollten. Diese einseitige Abweichung weist darauf hin, 
daß die Werte des Grenzvolumens, v,..., etwas zu klein an- 
genommen worden sind. 


10 10 
| #=0,00° | 20,20° 49,95° | 0,0-20,2° | 20,2-49,95° 


118,4 116,5 _ 162 = 
1000 81,5 81,5 81,7 | 82 88 
2000 65,2 64,8 64,5 | 60 61 
3000 54,3 | 58,9 53,4 49 Br 


Athylalkohol. zp = 0,7380. 


dv 


#=0,00° | 19,80° 40,35° | 0,0-19,8° | 19,8-40,35° 

1 96,0 | 96,7 97,8 107 
1000 71,9 71,6 71,4 67 
2000 576 | 574 57,2 55 
3000 47,6 47,5 47,3 46 
Methylalkohol. vp =co = 0,7255. 
Pp — | Ae 
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t=0,00° | 23,85° 39,05° | 0,0-23,8° | 23,8-39,0° 
— 
nzen 1 100,6 101,5 108,0 | 112 a. Bee. 
1000 75,8 75,6 5,5 | 
2000 61,1 60,8 60,7 | 57 N 
800 | 50,7 50,4 m 
4 


Schwefelkohlenstoff. vp =co = 0,7246. 


| Av 


t=0,00° | 19,35° | 49,15° | 0,0-19,35°! 19,8-49,1° 


1 | 100,9 | 101,9 104,2 116 127 
1000 7955 | 798 79,3 16 80 
2000 65,9 65,5 65,1 | 59 61 
3000 | 55,8 55,3 


Auch in anderer Weise kann das Gesetz (2) an der Er- 
fahrung geprüft werden, und zwar in der Art, daß man von 
einer Bestimmung des Grenzvolumens unabhängig wird. Schreibt 
man die Gleichung (2) für zwei Drucke p, und p, hin, so er- 
gibt sich: - 


T aT Jp, 

Es soll also die Differenz zweier Volumen bei verschie- 
denen Drucken, dividiert durch die ihnen entsprechende abso- 
lute Temperatur, gleich sein der Differenz der Ausdehnungen 
bei jenen Drucken, oder es soll fiir die Differentialquotienten 
die Gleichung: 

drv 
(4) dT dp 
gelten. 

Rechnet man das Beobachtungsmaterial von Amagat fir 
Druckintervalle von 500 zu 500 Atm. und fiir die von Amagat 


— Temperaturintervalle nach der Formel: 


durch, so erhält man die in der Tab. 4 zusammengestellten 
Resultate. 7 gegeb. entspricht der Temperatur ¢, +¢,/2, T'ber. 
ist aus der Formel abgeleitet, 7m sind die Mittel der für die 
verschiedenen Druckintervalle berechneten 7-Werte. 

So vorzüglich auch die Bestimmungen von Amagat sind, 
so können doch nur brauchbare Werte für die Ausdehnungen 
erhalten werden, wenn man für die von Amagat gemessenen 
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Temperaturintervalle die Mittel nimmt. Da die Summe der 
Differenzen 7 gegeb. 7 ber., dividiert durch die Anzahl der 
Fälle den geringen Betrag von — 35/8, also die Abweichung 
von —4° ergibt, so darf man wohl behaupten, daß die Glei- 
chungen (3) oder (4) durch die vorliegende Erfahrung bestätigt 


werden. 
Tabelle 4. 
Druckintervall | T ber. Tm _ (\T gegeb. 4 
Er Äther. . . . . 2000-8000 340 
_ 2000 —2500 252 295 298 +3 
= 2500-3000 294 
1bt 
Athylalkohol . . 2000-2500 351 
* 9500-3000 | 306 | | 85 
Athylchlorid . . | 1500-2000 242 | 
2000-2500 279 295 
Athylbromid . . 1500-2000 308 
2 3 
80- 2000 — 2500 284 
an Athyljodid . . . | 1500-2000 239 
ten 2000-2500 490 | 344 300 
fice 2500—3000 300 
Aceton . . . . 1500—2000 274 | 
9 
für Phosphorchlorür . 1500-2000 244 
rat 2000-2500 | 388 307 299 8 
2500—3000 | 244 
Schwefelkohlenstoff  1500—2000 208 
| 2000—2500 | 807 270 295 $2 2 
| 2500-3000 | 292 


Durch die Gleichungen (1) und (2) sind die Volumen- 
ten flächen der Flüssigkeiten bei Drucken, die größer sind als die 


er. einer gewissen p 7-Linie, festgelegt. Dieses Stück der Volumen- 
die fläche kann mit Hilfe nur einer gegebenen Isotherme in folgen- 

der Weise konstruiert werden. Läßt man eine Gerade auf 
nd, der gegebenen Isotherme und einer anderen Geraden gleiten, 
zen und zwar so, daß die sich bewegende Gerade bei ihrer Be- 


en wegung immer parallel der » 7-Ebene bleibt, so erhält man 
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a. betreffende Stiick der Volumenfläche. Die andere Ge- 


Man kann ferner beweisen, wenn Volumenfläche i in der 
Weise ist, daß dann Ebenen, welche 
senkrecht zur v-Achse durch die Volumenfläche gelegt werden, 
_ diese in geraden Linien schneiden müssen. Wir wollen aber, 
ER bevor wir hierauf eingehen, prüfen, was man empirisch be- 
dieser Schnitte der Volumenfläche, der isometrischen 
Linien, festgestellt hat. 


3. Die isometrischen Linien der Flüssigkeiten. 


C. Barus!) hat sich auf Messung je einer isometrischen 
Linie für Äther, Alkohol, Thymol, Diphenylamin und Para- 
toluidin beschränkt und gezeigt, daß beim Äther, Alkohol und 
 Thymol die isometrischen Linien, welche von 17° und 30 Atm. 

zum Zustandspunkte bei etwa 220° und 1600 Atm. verlaufen, 
geradlinig sind, und daß dasselbe auch für die isometrischen 
Linien des Dipheaylamine und Paratoluidins, die von 68° und 
400 Atm. nach dem Zustandspunkte bei etwa 170° und 1200 Atm. 

verlaufen, gilt. 
Amagat (l. c. p. 538) hat der Verallgemeinerung von 
Barus, daß die isometrischen Kurven von Flüssigkeiten auch 
bei höheren Drucken Gerade sind, nicht ganz beigestimmt, er 
meint, daß die isometrischen Linien vom geradlinigen Verlauf 
_ Abweichungen aufweisen, die etwas größer sind als die Ver- 
_ suchsfehler, und weist darauf hin, daß seine (dp/47),, Werte 
beim Äther mit steigenden ein wenig ab- und 
beim Alkohol sehr wenig zunehmen. Untersucht man aber 
die Resultate von Amagat genauer, so findet man, daß die 
a geringen Abweichungen vom geradlinigen Verlauf seiner iso- 
_ metrischen Linien durchweg die Versuchsfehler nicht über- 

schreiten. 

Amagat hat für Äther, Äthylalkohol, Methylalkohol und 
: ‘ona die Volumen bei mehr als zwei Tempe- 
 raturen bis zu 3000 Atm. gemessen und für Temperaturinter- 
valle von 10 zu 10° die dp/dt-Werte bei konstantem Volumen 


1) C. Barus, Phil. Mag. (5) 30. p. 388. 1890. een Br 
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angegeben. Diese Werte sind in der Tab. 5 verzeichnet. 
Ferner sind für jedes konstante Volumen die Drucke für die 
tiefste und höchste Temperatur aus Amagats Volumenflächen 
ermittelt worden und aus diesen Werten die entsprechenden 
Quotienten Ap/At bei konstantem Volumen berechnet worden. 

Diese Quotienten stimmen mit den Mitteln der von Amagat 
angegebenen dp/dt-Werte naturgemäß sehr viel besser überein 
als die dp/dt-Werte untereinander. Nun ist aus den Diffe- 
renzen dp/dt — dp/dt-Mittel zu ersehen, daß ein regelmäßiger 
Gang dieser Differenzen im allgemeinen nicht zu konstatieren 
ist, und daß außerdem diese Differenzen erheblich größer sind 
als die Differenzen der Werte Ap/At und der Mittel aus den 
Werten dp/dt von Amagat. 

Man darf also auf Grund dieser Zusammenstellung be- 
haupten, daß innerhalb der geringen Fehlergrenzen von etwa 
+3 Atm. und + 0,05° die isometrischen Linien auch bei 
hohem Drucke geradlinig verlaufen. 

Wie aus der Tab. 5 ersichtlich, bleibt das Gesetz der 
geraden isometrischen Linien für Flüssigkeiten bei erheblich 
kleineren Drucken gültig als die Gesetze der Gleichungen (1) 
und (2). 

Bei kleineren Drucken liegen, wie wir sahen, die wirk- 
lichen Volumenflächen über den durch die Gleichungen (1) 
und (2) bestimmten Volumenflichen. Da die isometrischen 
Linien auch in dem Gebiete kleinerer Drucke gerade Linien 
sind, so muß für die Abweichungen der wirklichen Volumen- 
flichen Av bei kleineren Drucken die Beziehung 


Eine genauere Begrenzung des Gebietes, fiir welches die 
isometrischen Linien gerade sind, läßt sich wohl zurzeit nicht 
durchführen. Dieses Gesetz gilt aber sowohl für sehr große 
Volumen als auch für solche, die sich dem Grenzvolumen bei 
?= oo nähern. Für das Zwischengebiet sind auch bei sonst 
normalen Stoffen, wie für das Isopentan durch S. Young’), 


1) S. Young, Proc. Phys. Soc. 50. p. 602. 1894/1895. 
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Abweichungen vom ee Verlauf der isometrischen 
Linien fir gréBere Temperaturintervalle festgestellt worden. 

Jedenfalls ist direkt an der Erfahrung gezeigt worden, 
daß bei höheren Drucken im Gebiet, in dem die Gleichungen (1) 
und (2) gelten, die isometrischen Linien Gerade sind, daß also 
die Abhängigkeit des Druckes von der Temperatur bei kon- 
stantem Volumen durch die Gleichung 


(5) P, — Py = — 

dargestellt werden kann, oder daß der Quotient (dp/d7), für 
ein gegebenes Volumen einen konstanten Wert hat, der gleich 
der Konstante B ist. Die vorliegenden Messungen, und hier 


handelt es sich hauptsächlich um die von Amagat, lassen 
dieses Ergebnis als gesichert erscheinen. 


An der Erfahrung konnte gezeigt werden, daB die drei 
Hauptschnitte durch die Volumflächen der Flüssigkeiten, aus- 
genommen die des Wassers, durch Gleichungen folgender Form 
dargestellt werden. 


4. Die Konstanten der Volumenfläche. 


Für die Isothermen gilt: wen. 

(a) (v — (K + p) = AK, 
für die Isobaren gilt: i fond ti 
(b) = -T=a,T, 


und fiir die isometrischen Linien gilt die ne: 


Die Schnittkurven der Volumenfläche mit Ebenen parallel 
der vp-Ebene sind also gleichschenkelige Hyperbeln, deren 
Asymptoten parallel der v- und p-Achse verlaufen und durch 
die Gleichungen p=— K und v=v»,.. bestimmt wurden. 
Die Schnittlinien der Volumenfläche mit Ebenen parallel der 
v T-Ebene, die Isobaren, und die Schnittlinien mit Ebenen 
parallel der p 7-Ebene, die isometrischen Linien, sind Gerade. 
Eine solche Fläche nennt man ein hyperbolisches Paraboloid. 
Diese Fläche kann man sich in dreifacher Weise entstanden 
denken: 1. durch Gleiten einer Geraden c, Fig. 1, auf einer 
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gleichschenkeligen Hyperbel und einer Geraden f im Ab- 
stande v,-.. parallel der p-Achse in der vp-Ebene, wobei die 
Gerade während ihres Gleitens parallel der vZ-Ebene ver- 
bleibt, 2. durch Gleiten einer Geraden 5, auf der festliegenden 
Geraden ce und einer im Abstande X parallel der v-Achse in 
der pv-Ebene verlaufenden Geraden d; die Gerade 5 verbleibt 
V sth dsne Sah oda Ianafınr 


! 
! 


slays, 


also während ihrer Bewegung parallel der p 7-Ebene und er- 
zeugt die isometrischen Linien; 3. kann man sich auch die 
isometrische Gerade 5 festliegend denken und die Gerade c, 
welche die Gerade 5 und die Gerade f berührt, gleiten lassen 
inder Weise, daß die Gerade c beständig parallel der v7-Ebene 
verläuft. 

Die auf diesen drei Wegen entstandenen Flächen sind 
miteinander identisch. 

Die Gleichung der Volumenfläche selbst ist: = 


(6) (0 — (K+ p) = CT, 
da sich aus dieser Gleichung die der drei Hauptschnitte er- = 
geben. 

Auf die Bedeutung der drei Konstanten: v,_., C und X 
haben wir im folgenden näher einzugehen und zu zeigen, daß 
diese Konstanten vom Druck und von der Temperatur für die 


3 
fi 
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untersuchten Flüssigkeiten unabhängig sind, daß sie also sich 
nur mit der Natur der Flüssigkeiten ändern. 

Die Konstante v,_.., das Grenzvolumen der Flüssigkeiten 
bei unendlich hohem Druck, muß schon deshalb als unabhängig 
von der Temperatur betrachtet werden, weil die vorliegende 
Erfahrung nicht zuläßt, auf ein Ansteigen von v,_.. mit der 
Temperatur zu schließen. Die Gleichung der Volumenfläche 
verlangt aber ferner, daß auch die Gleichung: 


= UT=0 


gilt. Diese Beziehung würde aber zur Folge haben, daß ein 
isotroper Körper bei T= 0 inkompressibel sein müßte. Mit 
dieser Folgerung ist aber die aus Amagats Versuchsergeb- 
nissen abgeleitete Tatsache, daß die den inneren Druck be 
deutende Konstante K von der Temperatur unabhängig ist, 
nicht zu vereinigen. Denn wenn der isotrope Stoff bei 7=0 
inkompressibel wäre, so müßte X mit abnehmender Temperatur 
wachsen und bei 7=0 müßte X unendlich groß werden. 
Daher und auch aus anderen Gründen, auf die wir später 
einzugehen haben, ist es notwendig, daß bei sehr tiefen Tem- 
peraturen die reale Volumenfläche etwas über der durch die 
Gleichung (6) bestimmte Volumenfläche liegt. 

Für die Konstante C gilt die Beziehung a 
hee 


A 
(2 Cake 


da A aber proportional der Temperatur wächst, so ist C un 
abhängig von der Temperatur. 

A ist das freie Volumen v,-o — %,-. beim Drucke p =0. 
Hierzu ist zu bemerken, daß bei kleinen Drucken die Be- 
ziehungen: 


dv A 
(8) (Sr) eo 


wenn unter (dv/d7),-o die reale Ausdehnung der Flüssigkeit 
verstanden wird, nicht mehr zu gelten brauchen. Die Kon 
stante A hat dann keine reale Bedeutung, sie gibt dann nur 
das Volumen der Flüssigkeit für den Fall an, daß sich das 
selbe bei kleinen Drucken so ändern würde, wie es bei höheren 
Drucken wirklich, nämlich entsprechend der Gleichung (6), 20- 
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die 
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trifft. Es scheint, daß bei Temperaturen unterhalb des Schmelz- 


punktes die Beziehung (8) auch beim Druck p = 0 gilt, und. 


daß der wirkliche Wert von (dv/d7),-9 um so mehr von dem 
durch die Gleichung (8) geforderten abweicht, je weiter sich 
die Temperatur der Flüssigkeit von der ihres Schmelzpunktes 
entfernt. 

Für die Wärmeausdehnungen bei verschiedenen Drucken 
gilt die Gleichung: 


dv K 
Diese Gleichung kann leicht aus den Gleichungen (6) und (b) 
abgeleitet werden. Betreffs der Realität dieser Beziehung gilt 
das über die Gleichung (8) Gesagte. 

Aus der Entstehung der Volumenfläche folgt, daß die 
Konstante AK unabhängig von der Temperatur ist. Hierauf 
haben wir näher einzugehen. 

Wie wir im § 1 gesehen haben, ist die Ermittelung von 
K aus den Isothermen nicht ohne Willkür auszuführen, und 
da der Wert von XK von Einfluß auf die beiden anderen Kon- 
stanten A und v,_. ist, so ist für die Frage nach der Gestalt 
der Volumenfläche eine Methode zur Ermittelung von A, welche 
frei von jeder Willkür ist, von grundlegender Bedeutung. Die 
Aufgabe der willkürfreien Ermittelung von X wird durch eine 
Beziehung von A zur Konstanten 2 der isometrischen Geraden 
gelöst. Diese Beziehung ergibt sich auf folgendem Wege. 

Aus der Gleichung der Volumenfläche (6) ergibt sich die 
Beziehung von p zu 7 bei konstantem Volumen zu 


C 
= -T— K. 
| — “p=00 al 


Anderseits gilt für die isometrischen Linien die Gleichung: 
p= BT — BT,=0. 


Sollen die isometrischen Linien auf der Volumenfläche Gerade 

sein und soll außerdem die Gleichung der Volumenfläche be- 

stehen, so müssen beide Gleichungen gelten.. Das kann aber 

tur dann der Fall sein, wenn in den beiden Gleichungen die 

vn 7 freien Glieder und die Koeffizienten von 7 einander 

gleich sind. sib ashiew 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. ; 64 
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Es folgen also die Gleichungen: 
sh 
10 B.T,9 = K 
p p=oo 


Die geometrische Deutung der Gleichung (10) ist sofort 
zu übersehen, wenn man in sie für B den Wert (dp/d7), ein- 
setzt, man erhält dann: 


Mittels der Gleichung (10) läßt sich aus der Richtung der 
Projektion der isometrischen Geraden auf die p 7-Ebene, aus 
dem Werte B=(dp/dT),, und der Temperatur, bei der die 
Projektion der isometrischen Linie auf der p 7-Ebene die 
1 -Achse schneidet, die Konstante Ä frei von jeder Willkür be- 
rechnen. 
; Aus den Gleichungen (10) und (11) erhalt man ferner fir 
die isometrischen Geraden nach Eliminierung von B eine 

Gleichung von geometrisch anschaulicher Bedeutung. 
. id Führt man für C den Wert X(4/7T) und fir v— »,... 
den Wert AK/K-+p in die Gleichung (11) ein, so erhält man: 


und setzt man diesen Wert von B in die Gleichung ng (10) ein, 
80 ergibt sich; 
T K+p 
Interpretiert man diese Beziehung geometrisch, so ersieht 
man, daß die Projektionen der isometrischen Geraden auf die 
_ pT-Ebene sich alle in einem Punkte D, Fig. 2, welcher auf 
der nach negativen p-Werten hin Telllagerten p-Achse im 
_Abstande X von p = 0 liegt, schneiden müssen. 
Um das einzusehen, denken wir uns die Volumenfläche 
nach dem zweiten Verfahren erzeugt. 
Da die isometrischen Geraden durch die Bewegung einer 
Geraden, welche die Geraden d und c berührt, Fig. 1, erzeugt 
AG 7 werden und die Gerade d senkrecht zur p-Achse steht und 
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im Abstande X parallel der v-Achse verläuft, so müssen die 
Projektionen der isometrischen Geraden die p-Achse in ein 
und demselben Punkte D, dessen Abstand vom Punkte p = 0 
gleich X ist, schneiden. 
Mit abnehmendem konstanten Volumen nehmen die 7,.-.,- 
Werte, der Schnittpunkte der Geraden d,, 6, usw. mit der 


ib 


ols > - 

ehr; Fig. 2. ps 


1-Achse ab und die Werte (dp/d7), wachsen. Wird schließ- 
lich das Volumen gleich dem Grenzvolumen bei 7= 0, so 
würde die Projektion der isometrischen Geraden mit der 
p-Achse zusammenfallen, da für unsere Volumenfläche vr. 


= Up=co ist. 

Dieses Resultat kann mit der allgemein geltenden Formel: 
de dp aT bar “forloalal 


dp 
nur dann in Einklang gebracht werden, wenn man annimmt, 


daß bei 7=0 dpv/dp =0 ist, und daß bei 7= 0 d,v/dT 


einen endlichen Wert hat. 

Der Inkompressibilität amorpher Stoffe bei 7= 0 würden 
die für unsere Volumenfläche geltenden Gleichungen entsprechen. 
Nun lehren aber die Messungen von Hrn. Dr. F. Körber), 
daß, der Extrapolation nach zu urteilen, v7-. > v,-. ist, daß 
also auch bei 7= 0 die amorphen Stoffe nicht inkompressibel 
sind. Die wirklichen Volumenflächen müssen also bei sehr 
tiefen Temperaturen für kleine Drucke über unserer Volumen- 
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= Wenn d,v/dT bei T= 0 Null werden sollte, dann würde, 
da dpv/dp bei T = 0 den Messungen von Hrn. Dr. F. Körber 
nach zu urteilen einen endlichen Wert hat, pace 2 


39 
(42) 
aT Jo 


Wir wenden uns nun zur Prüfung der Gleichung (10) an 
der Erfahrung. Sollte die Beziehung 3.7, = K + 1, was ja 
zuerwarten ist, gelten, so ist die Möglichkeit gegeben, K aus 
zwei Punkten der Volumenfläche gleichen Volumens, die in 
das Gebiet der Giltigkeit unserer Volumenformel fallen, ohne 
jede Willkür zu ermitteln. Ist dann ferner für eine der Iso- 
thermen, die durch einen der beiden Punkte geht, noch ein 
zweiter Punkt bekannt, so kann mit Hilfe zweier Punkte einer 
Isotherme zuerst v,-.. und dann auch A berechnet werden, 
Damit sind dann alle Konstanten der Gleichung der Volumen 
fläche bestimmt und auch die der drei Hauptschnittkurven 
sind auf Grund der gegenseitigen Beziehungen der Konstanten 
untereinander leicht anzugeben. Es würde schließlich nur 
darauf ankommen, das Zustandsfeld, für welches unsere Vo- 
lumenfläche gilt, genauer zu begrenzen. 

Im folgenden beschränken wir uns auf die von Amagat 
eingehender untersuchten vier Flüssigkeiten: Äther, Äthyl- und 
Methylalkohol und Schwefelkohlenstoff, da das sich abnorm 
verhaltende Wasser hier nicht in Frage kommt und für die 
anderen Flüssigkeiten Amagat eine nicht geniigende An- 
zahl von Isothermen festgelegt hat, um die (dp/d7),-Werte 
mit einer für die Prüfung genügenden ae zu el 
mitteln. 

In der Tab. 6 sind für die genannten vier Flüssigkeiten 
die Werte des konstanten Volumens, auf die sich die Werte 
B=(dp/dT) beziehen, zusammengestellt, diese Werte sind die 
Mittel aus den von Amagat angegebenen dp/dt-Werten der 
Tab. 5. 

Die Isobaren des Druckes p = 1 Atm. der vier Flüssig- 
keiten sind von Hrn. Dr. F. Körber von 0° bis etwa — 140° 
bestimmt worden. Aus diesen Messungen wurden die Tempe 
_  raturen interpoliert, bei denen die Flüssigkeiten das konstante 
Volumen v beim Druck p = 1 Atm. erfüllen. Die Produkte: 
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B.T,-: = K+ 1 sollten vom Volumen unabhängig sein, was 
in der Tat im allgemeinen zutrifft. 


Äthyläther. 
1,00 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 
Tp=1 273 2288 212,6 195,6 177,5 158,4 
B 9,90 10,66 11,66 12,62 18,54 14,58 15,38 16,92 oe 
B.Tp=1 2108 2759 2847 2887 2879 
gira 
1,000 0,985 0,970 0,955 0,940 0,920 0,910 0,890 
Tp=1 273 257,8 242,7 227,2 211,5 190,38 179,5 157,6 7 
10,87 11,87 12,05 12,88 18,35 15,22 15,60 17,10 
B.Tp=1 2967 2930 2925 2926 2823 2896 2800 205 
Methylalkohol. myo 
v 1,00 0,98 096 0,94 0,92 0,90 O88 
Tp=1 278 254,9 286,5 217,9 108,9 170,5 160.1 
B 11,00 12,16 18,16 1428 15,80 16,53 17,65 
B.Tp-1 | 3008 3100 3112 8080 3048 2067 2826 
0,99 0,97 0,95 0,93 091 089 
Tp=1 263,6 244,4 224,7 2042 1880 1610 = 
B 14,18 15,12 16,10 17,02 17,78 19,65 
B.T=1 3788 3695 3689 3476 3254 8164 


dem Volumen ein wenig zunehmen und dann abnehmen. Das a. a 
Mittel der Abweichungen vom Mittel (2793) beträgt 73 oder 
2,5 Proz. Beim Äthylalkohol schwanken die Produkte 3.7, we Eye 
vom Volumen 1,0 bis 0,92 um das Mittel 2912 und nehmen. BE 
dann mit abnehmendem Volumen deutlich ab. Das Mittel der Br Je Leer 
Differenzen gegen den Mittelwert beträgt hier 34 oder 1,2 Proz. = Wa 
Beim Methylalkohol findet man ganz Analoges. Das Mittel = 


aus den Produkten bis v = 0,9 beträgt 3051 und die mittlere 
Differenz 37 oder 1,2 Proz. Beim Schwefelkohlenstoff ist wie- 
derum eine schwache Abnahme der Produkte mit abnehmendem 
Volumen zu konstatieren. Das Mittel der ersten drei Produkte a 
beträgt 3692, die mittlere Differenz 34 oder.0,9 Pro. 
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= ee Über die regelmäßig bei sehr kleinen Werten von La 


auftretende Abnahme des Produktes B.7,-ı ist in der folgen- 
den Arbeit von Hrn. F. Körber p. 1030 nachzulesen. 


5. Die berechneten und die von Amagat festgelegten 
Volumenflächen. 


Wir wollen nun den Vergleich zwischen Rechnung und 
Erfahrung in der Weise durchführen, daß wir mit einem Mini- 
mum von Bestimmungsstücken, die den Messungen zu ent 
lehnen sind, eine Reihe von Volumen berechnen und dieselben 
mit den Werten Amagats vergleichen. 

Wenn die Konstante K mittels der Gleichung (10) will- 
kürlos bestimmt ist, so braucht man nur zwei Volumen einer 
Isotherme zu kennen, um die Volumen für ein weites Zu- 
standsfeld berechnen zu können. Zur genaueren Bestimmung 
4 von d%,-. und damit auch von 4 würde man sich natürlich 
- nicht mit einem Minimum von Bestimmungsstücken zu be 
_ gniigen haben, sondern etwa in der Weise die Rechnung aus- 
zuführen haben, wie es Hr. Dr. Körber in der folgenden 
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In der Tab. 7 findet man die Mittel der aus der Tab. 6 
entnommenen Konstanten X. Mit diesen und den Volumen 
bei 0° für 1000, 2000 und 3000 Atm. wurden zwei Werte 
der Konstanten v,_.. aus der Formel 

= Pı — Pı 
berechnet. Das Mittel dieser beiden v,- „-Werte findet man 
ng in der Tab. 7. Aus der Formel Sr 


= Up= co 


A = (0, — 
warden dann für 1000, 2000 und 3000 Atm. drei 4-Werte 
für 0° ermittelt. Die Mittel dieser Werte sind wieder in der 
Tab. 7 zu finden. Für die anderen Temperaturen wurden die 
 4=Werte nach der Proportion Ayo: A, = 273:273 + aus 
5 dem A-Wert für t= 0° ermittelt, und schließlich nach der 


Gleichung 
Ts AK 


die Volumen für die Drucke p der Tab. 7 berechnet. Die 
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Differenzen: Volumen beobachtet von Amagat minus berech- 
netem Volumen sind in den Spalten Av. 10% tabelliert worden. 

Man ersieht, daß die berechneten v-Werte für den Druck 
p=1 fast durchweg kleiner sind als die beobachteten Vo- 
lumen, ferner ersieht man, daß diese Abweichungen mit wach- 
sender Temperatur erheblich zunehmen und daß sie sich von 
20° an auch bei 500 Atm. geltend zu machen beginnen. Die 
wahre Volumenfläche überlagert also bei kleinen Drucken die 
berechnete Volumenfläche, und zwar über einem Streifen der 
pT-Ebene, der mit wachsender Temperatur allmählich breiter 
wird. Bei Drucken, die größer sind als die der p7-Kurve, welche 
diesen Streifen begrenzt, übersteigen aber die Differenzen der 
beobachteten und berechneten Volumen wahrscheinlich nicht 
die Fehlergrenzen Amagats. Leider hat Amagat über die 
Größe seiner Fehler sich nicht geäußert, auch hat er direkte 
Beobachtungen wahrscheinlich nicht angegeben. Daher muß 
man bei der Schätzung der Fehler Amagats auf eigene Er- 
fahrungen zurückgreifen. Bei solchen Bestimmungen ist nur 
bei großer Sorgfalt die Vermeidung von Fehlern über + 3 Atm. 
und + 0,1° möglich, diesen Fehlern entsprechen Fehler des 
Volumens von 0,0003—0,0006. Aus den Tabellen von Amagat 
ist aber ersichtlich, daß die Differenzen der Volumen bei ver- 
schiedenen Drucken und Temperaturen sich in einer Weise x 
ändern, welche es wahrscheinlich macht, daß der mittlere 


Fehler des Volumens den geschätzten ein wenig übersteigt. ae 
we 
Athylalkohol K = 2911 Cy 00 = 0,7380. 
pin Isotherme Isotherme Isotherme 
bei 0,0° 4v-10* bei 19,80° 4v-10*)| bei 40,35° | Av-10* 
| 4 = 0,2644 A = 0,2836 | 4 = 0,3085 
1 1,0000 —23 1,0213 - 3 1,0446 
0,9616 — 20 0,9775 —25 0,9950 
0,9344 - 4 0,9477 —14 0,9818 
0,9130 +5 0,9250 «% 0,9372 
0,8954 + 7 0,9062 + 1 0,9174 
0,8806 +4 0,8904 0,9006 
0,8679 — 8 0,8771 —2 0,8863 
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A 
Methylalkohol. K = 3050 v,_.. = 0,7255. 
4 Isotherme Isotherme Isotherme 
P 0 4 0 4 0 
Atm, 40-104 bei 23,85% 40.108) bei 39,05° 4v+10 
A = 0,2752 | A = 0,2922 | A= 0,8146 
1,0000 - 6 1,0268 +22 1,0438 +38 
0,9604 —15 0,9813 -13 0,9943 -15 
0,9324 - 0,9499 -10 0,9610 -14 
0,9105 +5 0,9257 -4 0,9356 3 
0,8923 +6 0,9060 - 2 0,9148 4 
0,8769 +2 0,8893 a8 0,8974 -10 
0,8640 - 0,8752 -12 0,8827 -14 
4 7 10 
Schwefelkohlenstoff. K = 3691 _,, = 0,1246. 
Isotherme Isotherme 
bei 0,0° 4v-10* bei 19,35 4v-10* 
A = 0,2764 | A = 0,2960 
1,0000 -9 1,0225 +20 
0,9672 - 8 0,9840 +7 
0,9417 0,9564 
0,9215 + 4 0,9343 -$ 
0,9046 +7 0,9160 
0,8897 +8 0,9003 
0,8768 - 3 0,8864 -19 
4 10 
Isotherme Isotherme 
bei 41,25 Av-10* bei 49,15° Av-10* 
A = 0,3182 A = 0,3262 
Aa | 1,0500 +73 1,0605 +172 
500 | 100 | +2 
Zu 1000 0,9738 | 0,9802 | +M 
10 | 045 = 18 0,9551 + 41 
2000 0.9293 0,9343 + 30 
2500 0,9122 0,9167 +2 
3000 0,8977 - 24 0,9015 +1 


# 2 
=, 
. 
: 
2 


4 Zustandsgleichungen im Gebiete kleiner Volumen. 1001 


BR Tabelle 7 (Fortsetzung). 
Athylather. K = 2792 = 0,6905. 
Isotherme bei 0,0° | Isotherme bei 10, 80° een bei 20,20° ERBE 
te A = 0,3033 A = 0,8153 A = 0,3257 past: 
Atm. vAmagat 4Av-10* |vAmagat 4Av-10* vAmagat | 
1 10000 +63 | 1,0166 +109 1,0820 | +159 
500 ° 0,9465 ~12 09575 | - | + 6 
1000 0,9130 -8 | 08219 °- 7 | 09205 | - 8. 
1500 0,8885 +7 | 0,8956 0 090200 - 4 © 
2000 4, 8684 +12 08750 + 8 08805, 7 
2300 0,8522 +17 | 0,8580 + 11 | + 7 
3000 0,8387 -5 0,839 11 084855 | + 10 


Isotherme bei 30,35° | Isotherme bei 40,45" | Isotherme bei 49,95° f 
A = 0,3372 A= 032 | A=0,8588 
rAmagat 4v-10* |vAmagat 4v-10* |vAmagat 4v-10* 


1 1,0495 +219 1,0680 +294 
500 0,9782 + 17 0,9889 + 31, 0,9995 | ee 
1000 0,9880 - 8 0,9465 - 4 0,9545 - 3 
1500 0,9089 0,9160 10 0,9231 — 
2000 0,8870 + 1 0,8928 — 6 0,8988 aioe 
2500 0,8686 + 2 0,8740 — 2 0,8790 "2 mu 
3000 0,8530 0 0,8578 - 6 0,8629 — 4% 

4 5 Safer 


Da nun das Mittel aus den Abweichungen beim Ather, 
ausgenommen die beim Druck p= i und die bei 500 Atm. 
fir die Temperaturen 30, 40 und 50°, 0,0006 beträgt, so darf 
man wohl beliaupten, daß die Differenzen zwischen gefundenen 
und berechneten Volumen noch innerhalb der Fehlergrenzen 
‚von Amagat liegen. Daß die berechneten Volumen bei 40 — 
und 50° auch über 500 Atm. durchweg etwas größer sind als j 
die Amagatschen Volumen, könnte seinen Grund darin haben, 
daß die von Amagat für diese Isothermen angegebenen Tem- ie 
peraturen um etwa 0,5° zu tief sind. e 

Beim Athyl- und Methylalkohol sind die Differenzen bei 
kleinen Drucken kleiner als beim Ather und Schwefelkohlen- 
stoff. Das Mittel der Differenzen für die beiden Alkohole be- — 
trägt 0,0006 bzw. 0,0007 und liegt wohl in den Grenzen der 
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Beobachtungsfehler. Beim CS, sind die großen Differenzen 
bei 41 und 49° zum Teil jedenfalls größeren Beobachtungs- 
fehlern zuzuschreiben, denn bei 41° sind die beobachteten 
Volumen kleiner als die berechneten und bei 49° gilt die um- 
gekehrte Beziehung. 

Zusammenfassend darf man wohl behaupten, daß die Ab- 
weichungen bei höheren Drucken zwischen den beobachteten 
und den berechneten Volumenflächen auf kaum zu: verklei- 
nernde Beobachtungsfehler zurückzuführen sind. 

Dieser Prüfung der Zustandsgleichung (6) liegt vor Allem 
die Gleichung (10) zugrunde, ohne deren Kenntnis und An- 
wendung eine Prüfung der Zustandsgleichung (6) unmöglich 
ist, da die Bestimmung von der Konstanten K und damit auch 
die von v,... aus den Isothermen allein nicht ohne die größte 
Willkür ausgeführt werden kann. Auf Versuche zu der Zu- 
standsgleichung (6) auf Grund der Isothermen allein zu ge- 
langen, die also von jener Willkür noch nicht befreit sind, 
werden wir noch einzugehen haben. 

Es kommt schließlich darauf an, das Gebiet der p7-Ebene, 
in dem Gleichung (6) die wirklichen Volumenflächen wieder- 
gibt, etwas genauer zu begrenzen. Dieses Gebiet liegt zwi- 
schen zwei »7-Kurven, von denen die eine wahrscheinlich 
durch die Gleichung: 


in der 7, die Temperatur des Schmelzpunktes bedeutet, all- 
gemein dargestellt wird. Die untere Grenzkurve scheint bei 
T= 200° die 7-Achse zu schneiden und fällt wahrscheinlich 
mit steigendem Druck zu tieferen Temperaturen. In Fig. 3 
sind für Äther die beiden Kurven T, und 7, angedeutet und 
ebenso die Schmelzkurve, 7,, von der entsprechend den Er- 
fahrungen für viele Stoffe angenommen ist, daß ihr Maximum 
bei etwa 15000 Atm. und bei einer Temperatur von etwa 100° 
über der Temperatur des Schmelzpunktes bei p = 0 liegt. 
Man ersieht, daß der größte Teil der Schmelzkurve in dem 
Gebiete verläuft, für welches unsere Volumenfläche die wirk- 
liche Volumenfläche wiedergibt. Durch diese Tatsache ge- 
winnt unsere Volumenfläche eine besondere Bedeutung für 
die Behandlung von Fragen aus der Gleichgewichtslehre, 
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welche die Gleichgewichte anisotroper und isotroper Phasen 
betreffen. 

Der Punkt Ar deutet die Lage des kritischen Punktes 
für Äther an. Mit dem Gebiet in der nächsten Gegend dieses 
Punktes hat sich die Forschung bisher hauptsächlich be- 
schäftigt. 

Aus der Volumentiäche ist noch ein wichtiger Schluß auf 
die Energiefläche zu ziehen. Da (d?v/d7?®), bei höheren 
Drucken verschwindet, so wird für komprimierte Flüssigkeiten, 


of 
hau nob fier hey 


Fig. 3. 


sowie bei idealen Gasen der Energieinhalt bei konstanter 
Temperatur unabhängig vom Volumen oder vom Druck. 
Es ist das leicht aus der allgemein gilt en Formel 


zu ersehen. Da für Kristalle aller Wahrscheinlichkeit nach 
die Isobaren ebenfalls gerade Linien sind, so muß der Abstand 
der Energieflächen eines Kristalles und einer Schmelze bei 
konstantem Druck unabhängig von der Temperatur sein. 
Einige Monate nach Abdruck dieser Arbeit in den Nachr. 
d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen wurden mir zwei frühere Be- 
arbeitungen der Volumflächen von Amagat, die in einem 
Punkte mit meiner sich berühren, bekannt. Hr. S. W. Biron 
teilte mir mit, daß er vor drei Jahren die Isothermen Ama- 
gats bei höheren Drucken mit gutem Anschluß mittels der 
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Formel (v, — v=o) (X + p) = € berechnet hätte. Dasselbe hat 
Hr. O. Tumlirz!) gefunden; auch er fand, daß bei kleineren 
Drucken von 0 bis etwa 500 Atm. die nach jener Formel be- 
rechneten Volumen nicht unerheblich kleiner sind als die von 
Amagat bestimmten Volumen. Aber nur in diesem Punkte 
stimmen meine Ausführungen mit denen von O. Tumlirz über- 
ein. In der Hauptformel von O. Tumlirz, (py + P)(v— a)= RI, 
ist a = v,-.., R eine Konstante, die aber mit der Gaskonstante 
nicht identisch ist, und P hat die Bedeutung einer nicht weiter 
bestimmten Temperaturfunktion, die bei einigen Flüssigkeiten 
mit der Temperatur wächst, bei anderen abnimmt, aber auch 
ein Minimum oder ein Maximum zwischen 0° und 50° be- 
sitzen kann. 

Vergleicht man die von Tumlirz berechneten Konstanten: 
a, P,.9 und R mit den von mir berechneten: v,_-., K und (: 


a mee P, = 200 K R C 
Äther 0,1274 | 0,7246 | 1985 2792 2,040 3,046 
Äthylalkohol 0,2037 | 0,1380 3882 2911 4,071 2,858 
Methylalkohol 0,6970 0,1255 3860 3050 4,027 3,126 


Schwefelkohlenstoff | 0,6881 | 0,7246 4737 3691 5,254 , 3,802 


so ersieht man, daß nur die Grenzvolumen a und v,_. sich 
einander einigermaßen nähern. Zwischen den Konstanten 
P,-»” und K, sowie den Konstanten & und C bestehen so 
große Unterschiede, daß man sofort einsieht, daß nur eine 
willkürfreie Methode der Bestimmung einer der Konstanten 
K, »-» und C, über die O. Tumlirz nicht verfügt hat, die 
Prüfung der von Tumlirz: vorgeschlagenen Form der Zu- 
standsgleichung ermöglicht; solange man über eine solche 
nicht verfügt, führt, wie wir gesehen haben, besonders die 
Berechnung von X zu Werten, die außerordentlich voneinander 
abweichen können. 

Schließlich sind noch zwei Formeln für die Isothermen 
von Flüssigkeiten, die den erwähnten Formeln in ihrem Bau 


* 1) O. Tumlirz, Wiener Sitzungsber. 118. IIa. p. 230. 1909. 
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weniger verwandt sind, zu erwähnen. S. Arrhenius?) fand, 
daß die Formel: 


— 0,4343 - = Ke, 


wo s und Ä, Konstanten, x das reziproke Molekularvolumen 

und c den Druck bedeuten, einen einigermaßen befriedigenden 

Anschluß an die Isothermen Amagats gibt. Mit der Formel 

B+p 

por 

welche durch Integration der Formelh 2 
dpe 
3 
dp B+p» 


v,= Up=0 — log nat 10. A. log 


entsteht, erhielt ich?) einen sehr befriedigenden Anschluß an baa 
die Isothermen des Wassers zwischen 0 und 30°. Sen, es 
6. Die Beziehungen der Volumenflächen eines Kristalls und = ~ 
seiner Schmelze. 

Bei der Kristallisation von nicht assoziierten Flüssigkeiten 7 4 
beobachtet man beim Druck p = 0 durchweg eine Kontraktion, “a 
man hat also anzunehmen, daß bei der Kristallisation normaler ow 


Flissigkeiten der innere Druck diskontinuierlich um einen Be- 
trag, AK, anwächst. 

Der innere Druck in einem Kristall K+ 4K bei p=0 
ist ein Vektor, doch kann man, um den hieraus folgenden 
Komplikationen zu begegnen, einen gewissen mittleren inneren 
Druck im Kristall, dem das Volumen des Kristalls entspricht, 


annehmen, um die Kontraktion bei der Kristallisation auf eine fi, le 
Kompression der Schmelze zurückzuführen. Da sich der innere ef 
Druck X bei p = 0 in einer Flüssigkeit als unabhängig vom aires 
Volumen, entsprechend dem guten Anschluß der Bestimmungen an 
Amagats an die Formel (6), ergeben hat, so wollen wir an- BERG 


nehmen, daß auch der mittlere innere Druck bei p=0 in 
einem Kristall unabhängig vom Volumen ist. 

Die Annahme einer Erhöhung des inneren Druckes bei Ze 
der Kristallisation wird den beiden Hauptbeziehungen zwischen 


1) S. Arrhenius, Meddelanden f. K. Vetensk. Nobelinstitut. 2. 
Nr. 7. p. 35. 1911. 
2) G. Tammann, Zeitschr. f. phys. Chem. 17. p. 627. 1895. 
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dem Volumen eines Kristalles und seiner Schmelze gerecht, 
namlich der, daB das Volumen des Kristalles beim Drucke 
p=0 immer kleiner ist als das seiner Schmelze, und der, 
daß die Kompressibilität des Kristalles in demselben Zustands- 
punkte immer kleiner ist als die seiner Schmelze. Man kann 
die Erhöhung des inneren Druckes, den Wert AK, sowohl 
[4 aus der Volumenänderung als auch aus der Änderung der 
as Kompressibilitäten bestimmen, vorausgesetzt, daß bei der 
‘ Kristallisation Volumenänderungen, die nicht durch Änderung 
des inneren Druckes bedingt sind, nicht auftreten. Nehmen 
wir fürs Erste an, daß die Änderung des inneren Druckes 

4 die einzige Ursache der Volumenänderungen bei der Kristalli- 
Er sation ist, so kann die Volumenänderung bei der Kristalli- 
= 


= er sation aus der Änderung des inneren Druckes berechnet werden. 
Setzt man in der Isotherme der Flüssigkeit: 


aa 09 das eine Mal gleich Null und das andere Mal gleich 4K+p 
2 Br und subtrahiert von der ersten der beiden Gleichungen die 
cn zweite, so erhält man für die berechnete Volumenänderung 
bei der Kristallisation 4, v, die Gleichungen: 


ied “A 4,0, = A, (K+4K+p)(K+p) 


4, %=0 = 4, 

Aus der gegebenen Volumenisotherme der Flüssigkeit 
und der gegebenen Kompressibilität des Kristalles dv, /dp 

beim Druck p=0 ergibt sich der Wert AK in folgender 
Weise. Durch Differentiation der Gleichung für die Flüssig- 
erhält man: 
; dr, K 


Die Kompressibilität der Flüssigkeit muß aber unter dem 
Pars ‘ inneren Druck K+ AK, entsprechend unseren Annahmen, 
gleich sein der Kompressibilität des Kristalles, es muß also 
gelten: 
(14) 
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Führt man den Wert 4K, welcher die Gleichung (14) be- 
friedigt, in die Gleichung (13) ein, so ist die Volumenänderung 
beim Schmelzen 4,v, aus der Kompressibilität des Kristalles 
und der Isotherme der Schmelze bestimmt worden. 

Mit wachsendem p nimmt 4,v, ab und konvergiert schlieB- 
lich gegen den Wert Null. Es können sich also bei der An- 
nahme, daß die Vergrößerung des inneren Druckes bei der 
Kristallisation die einzige Ursache der Volumenverkleinerung 
bei der Kristallisation ist, die Isothermen eines Kristalles und 
seiner Schmelze nie schneiden. 

Nun lehrt aber die Erfahrung, allerdings hauptsächlich 
Extrapolationen nach zu urteilen, daß sich die beiden Volumen- 
isothermen in der Regel bei einem endlichen Druck schneiden. 
Um zu einem solchen Schnittpunkte zu kommen, muß man die 
Annahme machen, daß bei der Kristallisation außer der Vo- 
lumabnahme durch Steigerung des inneren Druckes noch eine 
Volumenvergrößerung eintritt. Es müßte also bei der Um- 
lagerung der Moleküle aus dem Zustande vollkommener Un- 
ordnung in dem Zustand einer bestimmten Anordnung, z. B. 
in die eines Raumgitters, eine Volumenvergrößerung eintreten. 

Die in Fig. 4 gestrichelte Kurve ist durch Subtraktion 
der 4,v, von den Volumen v,, der Flüssigkeitsisotherme 2 
entstanden. Diese Kurve kann man sich dadurch entstanden 
denken, daß die Isotherme der Flüssigkeit, die Kurve 2, parallel 
sich selbst um das Stück AK in der Richtung zu kleineren 
Drucken hin verschoben worden ist. Bei dieser Verschiebung 
ändert sich der Grenzwert des Volumens für p=0oo nicht, die 
Kurve 2 und die gestrichelte Kurve werden also nach y=w 
hin sich asymptotisch einander nähern. 

Damit sich die Isothermen des‘ Kristalles und seiner 
Schmelze bei einem endlichen Druck schneiden, braucht man 
nur eine zweite Verschiebung der Isotherme des Kristalles, 
der gestrichelten Kurve Fig. 4 in der Richtung nach wachsen- 
dem Volumen vorzunehmen. 

Diese Verschiebung kann entweder eine Parallelverschie- 
bung sein, oder bei der Verschiebung kann eine Änderung 
der Isotherme vorgenommen werden. Über diese Änderung 
der Kristallisothermen muß eine spezielle Annahme eingeführt 


Bai 
©. 


- 
u 
fe 
Peete) 
— 
‘ene 
| 
24 
| 
| 
wer, we 
4 
) 
| | 


1008 Fammann. 


Eine solche naheliegende Annahme ist folgende: die Ver. 
schiebungen, Dv,, der in der Richtung der p-Achse um 4X 
verschobenen Isotherme sollen sich mit dem Druck nach dem- 
selben Gesetz ändern, nach dem sich das Volumen der Flüssig- 
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ow Fig. 4. 


& selbst ändert. Diese Annahme führt für die Verschie- 
zur Gleichung: 


K+4AK 
(15) Do, = Dey sce + 200) 


Beide Annahmen ergeben dieselbe allgemeine Form der 
Isotherme des Kristalles: 


nur in den Beziehungen der Konstanten der Kristallisotherme 


+ zu denen der Flüssigkeitsisotherme sind Unterschiede je nach 
u. F der Annahme, zu der man sich entschließt, zu beachten. 
Die erste Annahme einer Parallelverschiebung in der Rich- 
tung der v-Achse gestattet, die Konstanten der Kristalliso- 
 therme aus denen der Flüssigkeitsisotherme abzuleiten, wenn 
nur die wirklich beobachtete Volumenänderung beim Schmelzen 
für einen bestimmten Druck p, 4v,, und die Kompressibilität 
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des Kristalles gegeben sind. Dann kann auf Grund der Glei- 
chung (14) der Wert 4X ermittelt werden und mit Hilfe der 
Gleichung (13) der Wert 4,v,. Da ferner die Beziehung: __ 


(16) — Av=— 


besteht, so kann auch Dv,... bestimmt werden und infolge- 
dessen auch die Konstante v, „„. und 4,, da für diese die 
Beziehungen: 
A, = 4, — 4, + Dymo 
gelten. 


Us, p=oo = + 


Bei Einführung der zweiten Annahme ist die Kenntnis =~ 
einer größeren Anzahl von Punkten der Kristallisotherme not- arty Si 
wendig, um deren Konstanten zu berechnen. ‘a 

Zur Prüfung, ob die der Gleichung (15) zugrunde liegende a: 
Annahme der Lage der beiden Isothermen zueinander ent- ee (Seo 
spricht, kann man untersuchen, ob die Differenzen der Kristall- se =e ; 
und der um AK verschobenen Flüssigkeitsisotherme durch die 
Gleichung (15) dargestellt werden können. Wenn das der Fall 


ist, so werden für die Konstanten der Flüssigkeits- und der 
Kristallisotherme die Gleichung (17) und die Gleichung: 


(19) = 4, — I4,%=0 + Dy=0 — Dry 


gelten. Man erhält diese Beziehungen, wenn man die Glei- 
chung der um 4X verschobenen Flüssigkeitsisotherme zur 
Gleichung (15) addiert, und die so entstandene Gleichung mit 
der Gleichung der Kristallisotherme vergleicht. 

Aus den Volumenisothermen eines Kristalles und seiner 
Schmelze, die für dieselbe Temperatur gelten, kann der Druck 
des Schnittpunktes der beiden Isothermen p,,-o, für den 
%=v, wird, berechnet werden. 


Die Gleichungen der beiden Isothermen sind: 


K+4K 

Us = U3, p= ot 
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| Wenn (4, — 4,— Dv,.) > 0, so ist py, =o Stets reell. 


zu untersuchen. 


Setzt man v, =», und %, — %, = Dv, 80 er 
hält man für p,,-o eine Gleichung zweiten Grades, aus der 
sich p4,=0 berechnet zu: 


2 2D, 2Dv, 


_ Wie früher!) bewiesen, ist das Sichschneiden der beiden 
Volumenisothermen bei einem endlichen Druck eine notwendige, 
aber auch hinreichende Bedingung für das Auftreten eines 
zweiten Gleichgewichtsdruckes für einen Kristall und seine 
Schmelze bei einem Druck, der größer ist als der Druck des 
Schnittpunktes beider Isothermen. Die Einführung der Kon- 
stanten Dv, hat also nicht nur das Auftreten eines Schnitt- 
punktes der beiden Isothermen, sondern auch das Auftreten 
eines zweiten Gleichgewichtsdruckes für einen Kristall und 
seine Schmelze bei einem Druck, der größer als py, ist, 
zur Folge. Diese zweite Folge kann man sich durch folgende 
Überlegung plausibel machen. Bei gleichen inneren Drucken 
muß das Volumen der anisotropen Phase mit dem inneren 
Druck K + AK größer sein als das Volumen der isotropen 
Phase mit dem inneren Druck K+p, wo p=4 XK ist, weil der 
Molekularaufbau einer anisotropen Phase sperriger ist als der 
einer isotropen Phase, was die Konstante der Sperrigkeit Dv,, 
zum Ausdruck bringt; daher ist zu erwarten, daB beim Wachsen 
der äußeren auf die anisotrope Phase wirkenden Kräfte die- 
selben die Phase mit dem gréBeren Volumen in das der Phase 
kleineren Volumens zwingen werden, wodurch bei einem ge- 
wissen Druck Gleichgewicht zwischen beiden Phasen ein- 
treten kann. 


Nachdem die Beziehungen der Isotherme eines Kristalles 
zu der seiner Schmelze erörtert sind, haben wir die Be- 
ziehungen der Isobaren eines Kristalles und seiner Schmelze 


1) G. Tammann, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Heft 3. 
p- 244 u. 253. 1911 und Ann. d. Phys. 36. p. 1027. 1911. 
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Diese Beziehungen werden durch folgende Gleichung ge- 
regelt. Die Erfahrung hat gelehrt, daß die Volumenänderung 
beim Schmelzen gleich ist der Differenz der Ausdehnungen 
einer Schmelze und ihres Kristalles beim Schmelzpunkt multi- 
pliziert mit der absoluten Temperatur des Schmelzpunktes. 


Diese Gleichung ist ganz analog der Gleichung (8), die 
fir Flissigkeiten gilt. Die Erfahrung lehrt also, daB die 
Isobare eines Kristalles beim Druck p=1 mit der Isobare 
seiner Schmelze bei demselben Druck durch dasselbe Gesetz 
verknüpft ist, welches die Isobaren zweier verschiedener Drucke 
einer Flüssigkeit verbindet, oder daß sich ein Kristall betreffs 
seiner Wärmeausdehnung so verhält, wie eine einem bestimmten 
höheren Druck unterworfene Flüssigkeit. Hierauf weisen, wie 
wir sahen, auch die Volumenänderung bei der Kristallisation 
und die Tatsache, daß die Kompressibilität eines Kristalles 
kleiner ist als die seiner Schmelze, hin. 

Die empirische Gleichung (21) ist aber, wenn bei derselben 
Temperatur zwei Gleichgewichtsdrucke für einen Kristall und 
seine Schmelze existieren, nicht ganz richtig. Es fehlt der 
Volumenänderung beim Schmelzen Av,..ı ein Glied, die Sperrig- 
keitskonstante 

Denn, wenn für die Isobaren einer Flüssigkeit die 
Gleichung: 

gilt, so muß für den entsprechenden Kristall die Gleichung: 
dv, de, 
gelten, und subtrahiert man die zweite Gleichung von der 
ersten und berücksichtigt, daß 


> Us, poo rm, p=co = D iy 
ist, so erhält: man die Gleichung: em se rae 
Av, + Dryaco= 2 — - 
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Es unterscheiden sich die beiden Gleichungen (21) und 
(22) um das Glied Dv,..., und die Erfahrung hätte oa die 
Gleichung (21), sondern die Gleichung (22) ergeben sollen. Da 
aber die Bestimmungen der GréBen 


auch beim Druck einer Atmosphäre schwer genauer als bis 
auf 1 Proz. auszuführen sind, und Dv,_., wahrscheinlich von 
der Größenordnung von 0,001 Av, ist, so hat man sich nicht 
darüber zu wundern, daß die Erfahrung nicht zur theoretisch 
richtigen Formel (22) geführt hat. Jedenfalls hat man in der 
Verschiedenheit der beiden Gleichungen (21) und (22) nicht 
einen Widerspruch zu erblicken, sondern darf wohl behaupten, 
daß auch die Gleichung (22) innerhalb der Fehlergrenzen durch 
die Erfahrung bestätigt wird. Eine Bestimmung von Dv,.. 
wird sich aber auf Grund der Gleichung (22) kaum ausführen 
lassen, und zwar besonders aus dem Grunde, weil bei sehr 
tiefen Temperaturen man über die Lage der Volumenisobaren 
eines Kristalles und des ihm entsprechenden amorphen Körpers 
nichts weiß. 

Die Gleichung (22) verbindet die Volumenfläche eines 
Kristalles mit der seiner Schmelze, aber auch wenn diese 
Gleichung für beliebige Drucke gilt, ist diese Verbindung 
doch keine ganz bestimmte, denn allein durch die Isobaren 
des Kristalles ist diese Beziehung nicht festgelegt; hierzu wäre 
noch die Kenntnis weniger Punkte je einer Isotherme für den 
betreffenden Stoff notwendig, aber solche Beobachtungen fehlen 
zurzeit. Deshalb kann auch noch nicht die Entscheidung darüber 
getroffen werden, ob die Volumenisothermen der Kristalle 
Hyperbeln sind, und erst recht nicht, ob, wenn das der Fall 
ist, die Sperrigkeit des Molekularaufbaues eines Kristalles vom 
Druck unabhängig ist oder ob und nach welchem Gesetz sie 
sich mit dem Druck ändert. Aber mit einer gewissen Wahr- 
scheinlichkeit darf man vermuten, daß die Isothermen von 
Kristallen Hyperbeln sind, und dann müßte, wenn für einen 
Stoff im isotropen Zustande die Zustandsgleichung ot @ 


| 


+ 
. 
x 
of 
‘ 
u 
; = 
‘ 
Pr 
— 
4 
= 
; 
ey 


gilt, fir denselben Stoff im anisotropen Zustande die Zustands- 
gleichung 


glen, 

Die Erfahrung hat gelehrt, daB das Volumen einer Reihe 
von Flüssigkeiten in einem weiten Zustandsfelde durch die 
sehr einfache Gleichung: i 

(0 — +p) = CT 
dargestellt werden kann. 

Versteht man unter v — v,.. das freie Volumen, unter. 
K+ >p den inneren Druck, so ist man von der Analogic dieser 
Gleichung mit der Zustandsgleichung idealer Gase überrascht. 
Aber während die Gaskonstante 2 unabhängig von der Natur 
des Gases für molekulare Mengen desselben ist, hängt die 
Konstante C von der Natur der Flüssigkeit ab. 

Im Sinne von La Place ist die Konstante X gleich der 
Molekularattraktion pro 1 qem, gemessen in Kilogrammen. Daß 
sich die Flüssigkeiten in einem weiten Zustandsgebiete so ver- 
halten, als ob die Molekularattraktion unabhängig vom Volumen 
ist, wird nicht weniger überraschen. Diese Erkenntnis steht 
mit den Annahmen der herrschenden kinetischen Flüssigkeits- 
theorien in direktem Widerspruch. Man wird aber die Flüssig- 
keitstheorien der neuen Erkenntnis anzupassen haben und speziell 
danach zu trachten haben, das Gebiet kleiner Drucke, in dem 
die Zustandsgleichungen auf so große Schwierigkeiten stoßen, 
mit dem Gebiete, in dem die einfachen Gesetze gelten, durch 
geeignete Hypothesen zu verbinden. 

Für anisotrope Körper gilt wahrscheinlich eine der Zu- 
standsgleichung isotroper Körper analoge Zustandsgleichung. 
Doch die Entscheidung über die Zustandsgleichung anisotroper 
Körper steht noch der Erfahrung zu. Wenn aber eine solche 
Entscheidung gefallen sein wird, ist den Anwendungen der 
beiden Zustandsgleichungen auf die Gleichgewichtslehre iso- 
troper und anisotroper Zustände ein weites Feld eröffnet. 


(Eingegangen 6. Februar 1912.) 3 
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7. Uber die beiden Grenzvolumen I“ 
von Flüssigkeiten beim absoluten Nulipunkt 
der Temperatur 
bei unendlich hohem Druck; 
3 von Friedrich Körber. oF 


ies den Nachr. der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 
Math.-phys. Kl, 9. Dezember 1911. 


Um die Grenzvolumen der Flüssigkeiten, deren Volumen 
isothermen E. H. Amagat?) bis zu 3000 Atm. experimentell 
festgelegt hat, beim absoluten Nullpunkt der Temperatur und 
bei unendlich hohem Druck miteinander vergleichen zu können, 

waren zwei Aufgaben zu lösen: 

{ 1. Es waren die Volumenisobaren bei p = 1 Atm. zu 
tieferen Temperaturen zu verfolgen; denn bisher waren sie 
nur vom Siedepunkt abwärts bis 0°, bei einigen, nach Beob- 
achtungen von Pierre, bis —30 oder — 40° bestimmt; eine 
Extrapelation der Volumenwerte für 7=0 aus diesen Stücken 
E der Isobaren, d. h. eine Extrapolation über mehr als 200° hin, 


2. Es waren aus den Bestimmungen von Amagat mög- 
 liehst genaue Werte des Grenzvolumens für p= co zu be 
rechnen. 

4 Die experimentelle Lösung der ersten Aufgabe und die 
_ rechnerische der zweiten im Anschluß an die Zustandsgleichung 
yon G. Tammann?) (v — v,...)-(K + p) = C-T ist im folgen 
den mitgeteilt. 


1. Die Bestimmung der Volumen bei tiefen Temperaturen. 


’ Die Bestimmungen wurden bis zum Schmelzpunkt, bei 
einigen Flüssigkeiten mit geringem spontanen Kristallisations- 


1) E.H. Amagat, Ann. de chim. et phys. (6) 29. p. 505. 1893. 
G. Nachr. Gesellsch. 4. Wissensch. 
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vermögen auch noch unter den Schmelzpunkt hinunter bis 
—130 oder — 140° nach der dilatometrischen Methode aus- 
geführt. 

Die Dilatometer wurden aus Jenaer Glas 16" hergestellt, 
dessen linearer Ausdehnungskoeffizient nach Kamerlingh 
Onnes und Clay durch die Gleichung bestimmt ist: 


[2 + [789,4 55 +39 - 28,8 | ita) | 10-*] 


Zur Berechnung der Volumenänderungen des Dilatometers mit 
sinkender Temperatur wurde der kubische Ausdehnungs- 
koeffizient gleich dem dreifachen Werte des linearen gesetzt. 

Da mit sinkender Temperatur die Wärmeleitfähigkeit von 
Flüssigkeiten und amorphen Stoffen stark abnimmt, mußte die 
Oberfläche des Gefäßes des Dilatometers möglichst groß ge- 
wählt werden, damit Fehler infolge des verlangsamten Wärme- 
austausches nach Möglichkeit vermieden wurden. Die Dilato- 
metergefäße von 2—2,5 ccm Inhalt wurden deshalb aus Glas- 
rohr von der mittleren Wandstärke von 0,2 mm und einem 
Durchmesser von 3—4 mm in der ungewöhnlichen Länge von 
etwa 15cm hergestellt. Um zu lange Bäder zu vermeiden, in 
denen nur sehr schwer durch Rühren Temperaturkonstanz 
erreicht worden wäre, wurden die Dilatometergefäße mehrfach 
im Zickzack hin- und hergebogen. 

Die Kapillare des Dilatometers hatte einen inneren Durch- 
messer von etwa 2mm. Die Verwendung engerer Kapillaren 
verbot sich wegen der mit sinkender Temperatur zunehmenden 
Zähigkeit der Flüssigkeiten, besonders im unterkühlten Zu- 
stande. Im ganzen Temperaturgebiet, auf das sich die unten 
mitgeteilten Versuchsresultate beziehen, zeigte der Flüssigkeits- 
meniskus keine wahrnehmbaren Formänderungen. Erst bei 
tieferen Temperaturen und zwar nur im unterkühlten Zustande 
wurden die Flüssigkeiten für eine genaue Bestimmung im 
Dilatometer zu dickflüssig; ein großer Teil der Flüssigkeit 
adhärierte hier an der Wand und der Meniskus nahm eine 
für die Ablesung ungeeignete Form an, indem er sich in der 
Mitte trichterförmig vertiefte. Auf die Kapillaren wurde eine 


1) H. Kamerlingh Onnes a. F. Clay, Communications from the 
Physical Laboratory at the University of Leiden Nr. 95. 
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Millimeterteilung geätzt. Die Kalibrierung geschah durch Aus. 
en i wiegen mit luftfreiem Wasser; das Auswiegen wurde bei den 
er 225 etwa 12—13cm langen Kapillaren für etwa 8—10 Stellungen 


N “i des Wassermeniskus vorgenommen; es ergaben sich keine Ab- 
7 ni weichungen von der zylindrischen Gestalt, die Fehler bedingt 
hätten, die gegen die sonstigen Versuchsfehler nicht unbedingt 

ae! zu vernachlässigen wären. Zur Erleichterung des Einfüllens 
= at der Flüssigkeiten war am Ende der Kapillaren ein weiteres 
we - Rohr vom Durchmesser von etwa 8—10 mm angeschmolzen, 
7 Bei den gewählten Dimensionen von Dilatometergefäß und 
Kapillarenweite entsprach einem Fehler in der Bestimmung 


Fehler in der Volumenbestimmung von etwa 0,001. Da die 
_ Ablesungsfehler aber kaum jemals mehr als 0,2 mm betrugen, 
so belaufen sich die durch die Unsicherheit der Ablesung be- 
dingten Fehler im Maximum auf 0,0002. 

Die Bestimmungen wurden zunächst zwischen Zimmer- 
temperatur und — 80° in einem Äther-Kohlensäurebad aus- 
geführt, das zur Erreichung möglichst gleichmäßiger Tempe- 
ratur ständig kräftig gerührt wurde. Um ein Beschlagen 
des als Badgefäß dienenden Dewargefäßes zu verhindern, 
wurde dieses mit Hilfe einer Pappscheibe und eines Gummi- 
Sa ringes in ein Gefäß gesetzt, dessen Boden mit Phosphor- 

pentoxyd bedeckt war. Vor dem Füllen wurden die Dilato- 
meter mehrmals mit den sorgfältig gereinigten Substanzen 
 ausgespült. Vor dem Einfüllen in die Dilatometer ließ ich die 
: Flüssigkeiten einmal kräftig aufsieden, um möglichst alle Luft 
auszutreiben. Die gefüllten Dilatometer wurden dann jedes- 
mal längere Zeit in ein Bad von der Siedetemperatur der zu 
untersuchenden Flüssigkeit gebracht, um etwa beim Einfüllen 
aufgenommene Luft wieder auszutreiben. 

Von — 80° ausgehend wurde für verschiedene Tempe 
raturen — 80,0%, — 50,0°, — 30,0°, 0,0% +20,0° die Stellung 
des Flüssigkeitsmeniskus in der Kapillaren bestimmt. Diese für 
die angegebenen Temperaturen direkt beobachteten Stellungen 

des Meniskus wurden noch dadurch kontrolliert, daß ich den 
Wert für die betreffende Temperatur aus mehreren für wenig 

_ héhere und tiefere Temperaturen beobachteten Stellungen inter- 
_ polierte. Fielen direkt beobachteter und interpolierter Wert 


- 
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mehr als 0,2 mm auseinander, so wurde die Bestimmung 
wiederholt. Unter Berücksichtigung der Volumenänderungen 
des Dilatometers wurden für die angegebenen Temperaturen 
die Volumen der Flüssigkeit berechnet und durch Division 
durch das Volumen bei 0° auf dieses als Einheit bezogen. 
Zur Kontrolle wurde dieselbe Flüssigkeit stets gleichzeitig in 
zwei Dilatometern untersucht. Wenn die berechneten Volumen, 
bezogen auf das bei 0°, bei einer Temperatur um mehr als 
0,001 voneinander abwichen, wurden die Messungen wiederholt. 

Um mich zu überzeugen, daß infolge der schlechten 
Wärmeleitung die Erwärmung der untersuchten Stoffe nicht 
merklich zurückblieb gegen die des ständig stark gerührten 
Bades, nahm ich mehrmals auch eine Bestimmung der Volumen 
bei sinkender Temperatur vor, die aber stets zu Resultaten 
führte, die nur innerhalb der Fehlergrenzen von den bei 
steigender Temperatur ermittelten abwichen. 

Die Temperaturbestimmung geschah mit Hilfe eines in 
0,5 Grade geteilten Pentanthermometers, dessen Angaben nach 
der Korrektionstabelle der Physikalisch-Technischen Reichs- 
anstalt korrigiert wurden, und zwar wurden stets sofort die 
korrigierten Temperaturen abgelesen. Der maximale Fehler 
bei der Ablesung des Thermometers betrug 0,2°; da die 
stärksten beobachteten Dilatationen weniger als 0,0015 pro 
Grad Temperaturänderung betrugen, übersteigen die durch 
die Ungenauigkeit der Temperaturablesung möglichen Fehler 
in keinem Falle den Betrag von 0,0003. Daß es zuweilen 
vorkam, daß die Abweichungen der gleichzeitig in zwei ver- 
schiedenen Dilatometern bestimmten Volumen untereinander 
stärker waren, ist zurückzuführen auf auch bei kräftigem 
Rühren nicht gänzlich zu vermeidende Temperaturdifferenzen 
zwischen den beiden Dilatometern, die den Betrag von 0,2° 
überschritten, und die Fehler der Ablesung auf den Dilato- 
meterskalen. Nach den Resultaten der gleichzeitig in zwei 
Dilatometern ausgeführten Untersuchungen übersteigen die 
Fehler der unten mitgeteilten Werte in keinem Falle den 
Betrag von 0,0008; bei der Mehrzahl der Stoffe sind sie 
kleiner als 0,0005. 

Am Schlusse einer Beobachtungsreihe wurde das gut ab- 
getrocknete Dilatometer gewogen, um das Gewicht der unter- 
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‚suchten Flüssigkeit zu ermitteln. Aus diesem und dem Volumen 
bei 0° wurde das spezifische Gewicht bei 0° berechnet. 
J Die ermittelten Werte der Volumen bei 0,0°, — 30,0%, 
— 50,0% und — 80,0° gelang es, innerhalb der Grenzen der 
 Versuchsfehler durch einen Ausdruck der Form: Sag 


vp =v, +al+b-T? 


: nun Die drei Konstanten v,, a und 5 wurden aus 
den Volumenwerten für 7= 273, 223 und 193 berechnet. 

: ‘ Die Bestimmungen bei Temperaturen unterhalb — 80° 
wurden in einem Pentanbad ausgeführt. Das von Kahlbaum 
bezogene „Pentan aus Petroleum‘ blieb bei den tiefen Tempe- 
raturen genügend klar, so daß eine genaue Ablesung von 
Thermometer- und Dilatometerskala möglich war. Zur Ab- 
-kihlung wurde unterhalb — 80° flüssige Luft benutzt. Ein 
weites Messingrohr wurde in das Pentanbad geführt und mi, 


flüssiger Luft gefüllt; dieses Rohr konnte gleichzeitig als Rührer 
benutzt werden. Es wurde so lange flüssige Luft nachgefüllt, 
bis das Pentan genügend tief abgekühlt war. Die Beobach- 
tung geschah dann bei steigender Temperatur. Der Anschluß 
der Volumen unter — 80° an die früher über — 80° be 
stimmten war stets ein befriedigender. Bei — 80° wichen die 
Volumen aus beiden Beobachtungsreihen nur innerhalb der 
Grenzen der Versuchsfehler voneinander ab. 
j Bei den gut kristallisierenden Flüssigkeiten wurde außer- 
dem noch die Volumenänderung beim Schmelzen ermittelt. Es 
war bei diesen Bestimmungen erforderlich, daß die Flüssigkeit 
von unten herauf sehr langsam kristallisierte, damit bei der 
Kristallisation nach Möglichkeit keine leeren Räume ent 
standen. Diese Bestimmungen der Volumenänderungen beim 
Schmelzen sind erheblich unsicherer als die anderen Messungen, 
da einerseits die Volumenänderung der kristallisierten Masse 
mit der Temperatur vernachlässigt werden mußte, und anderer- 
4 seits die Annahme gemacht wurde, daß die kristallisierte Masse 
das Dilatometer lückenlos erfüllte. Bei den Stoffen, für die 
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Für die gut unterkühlbaren Alkohole wurde noch eine 
Dichtebestimmung bei etwa — 190° nach der Methode des 
Schwebens eines Tropfens in einer Flüssigkeit gleicher Dichte 
ausgeführt. Die Ergebnisse dieser Versuche stehen an Ge- 
nauigkeit allerdings weit zurück hinter den dilatometrischen 
Messungen. U. Behn- und F. Kiebitz!) haben für die ver- 
schiedenen Temperaturen die spezifischen Gewichte der flüssigen 
Luft ermittelt; sie liegen zwischen 0,791 bei —195,7° und 
1,181 bei — 182,4°. 

Nach den Volumenwerten der Alkohole bei höheren Tempe- 
raturen war zu erwarten, daß bei etwa — 190° ihre Dichten 
innerhalb dieser Grenzen der Dichte der flüssigen Luft liegen. 
Ein unterkühlter Alkoholtropfen muß also in der flüssigen Luft 
bei einer bestimmten Temperatur schweben. Es tritt dies ein 
bei der Temperatur des Schnittpunktes der Dichteisobaren von 
Alkohol und flüssiger Luft. Bei so tiefen Temperaturen können 
die durch die Formel vp = v, + «a7 + T? dargestellten Volumen- 
isobaren und entsprechend die Dichteisobaren als geradlinig 
) betrachtet werden, da das Glied 47? noch keinen merklichen 
Einfluß auf die Gestalt der Kurve ausübt. 

Die Beobachtungen wurden in folgender Weise ausgeführt: 
In möglichst frische flüssige Luft vom Siedepunkte — 192,5° 
, in einem Dewargefäß, das oben mit einem Wattepfropfen ge- 
j schlossen war, um störende Eisbildung in der flüssigen Luft 
nach Möglichkeit zu vermeiden; wurden aus einer sehr fein 
ausgezogenen Pipette einige Tropfen Alkohol getropft. Bei 
der Abkühlung wurden sie glashart und blieben vollkommen 
klar durchsichtig. Sobald sie sich genügend abgekühlt hatten, 
sanken sie in der flüssigen Luft unter. Von einer Auflösung 
des Alkohols in der flüssigen Luft. war auch nach längerer 
Zeit nichts zu bemerken. Mit steigender Temperatur, die mit 
dem Pentanthermometer verfolgt wurde, beobachtete man von 
einer bestimmten Temperatur an, daß die Kugeln von den 
nicht gänzlich zu vermeidenden Konvektionsströmen etwas ge- 
hoben wurden; zunächst sanken sie aber immer wieder schnell 
zu Boden. Bei weiterer Steigerung der Temperatur trat dann 
ein Zustand ein, in dem eine Wirkung der Schwere auf die 


1) U. Behn u. F. Kiebitz, Ann. d. Phys. 12. p. 421. 1903. aft 
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PR _ Alkoholkugeln nicht mehr mit Sicherheit zu erkennen war; 
TR in diesem Moment wurde die Temperatur abgelesen. Der 

Zustand des Schwebens dauerte einige Minuten innerhalb 


. eines Temperaturintervalles von 0,3—0 4° an. Dann begannen 
die Kugeln zunächst kaum merklich entgegen den Konvektions- 
strömen an die Oberfläche zu steigen. Der Unsicherheit in 
der Bestimmung der Temperatur des Schwebens von 0,3—0,4° 
entspricht eine Unsicherheit der Dichtebestimmung von 0,005 
bis 0,010. 

Versuchsergebnisse. 


Be wurden nach der Dilatometermethode die Volumen- 

isobaren von Äther, Äthylalkohol, Methylalkohol, Allylalkohol, 
Aceton, Äthylbromid, Athyljodid, Schwefelkohlenstoff und 
Phosphortrichlorid!) zu tiefen Temperaturen untersucht, soweit 
sich der Anwendung dieser Methode keine Hindernisse in den 
Weg stellten, sei es daß die Flüssigkeiten beim Schmelzpunkt 
kristallisierten, sei es daß die unterkühlten Flüssigkeiten dick- 
flüssig worden. Die größtenteils von Kahlbaum bezogenen 
Flüssigkeiten wurden, wenn erforderlich, durch fraktionierte 
Destillation und durch gründliches Trocknen von Beimengungen 
möglichst befreit. Die Siedepunkte waren fast alle recht kon- 
stant. Um die von mir untersuchten Präparate näher zu 
charakterisieren, sind in der folgenden Tabelle die Siedepunkte, 
reduziert auf den Normaldruck von 760 mm, und die spezi- 


* 


mir fischen Gewichte, bezogen auf Wasser von 40 als Einheit zu- 
sammengestellt. 

+ ee Ein Vergleich dieser Beobachtungen mit den in der Lite- 

Be Fr = angegebenen Werten zeigte, daB fir die Mehrzahl die 


ate si 1) Propylalkohol und Athylchlorid, für die Amagat ebenfalls 
Volumenisothermen bestimmt hat, wurden nicht untersucht. Die Warme 
ausdehnungen des von Amagat untersuchten Propylalkohols lassen keine 
Entscheidung dariiber zu, ob Amagat Normal- oder Isopropylalkohol 
benutzt hat. Aus seinen Volumenänderungen wäre zu schließen, dab 
sein Propylalkohol ein Gemisch nicht sicher festzustellender Konzentration 
jener beiden Alkohole gewesen ist. Äthylchlorid wurde nicht untersucht, 
weil die Isothermen von Amagat nicht zu genügend hohen Drucken 

verfolgt worden sind. 

2) Eine fast vollständige Angabe der von mir zum Vergleiche heran- 

gezogenen Bestimmungen früherer Beobachter findet sich im Landolt- 

Börnstein. 
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Uber die beiden Grenzvolumen von Flüssigkeiten usw. 1021 


Tabelle 1. 

Stoff Siedepunkt üben Gewieht 
bei 0° 
34,6° 
Äthylalkohol . . . 78,1 08065 
Methylalkohol. . . . 64,8—65,0 erg 
Allylalkohol . . . . 96,4 
Athylbromid . . . . 38,4 1,4973 
Sehwefelkohlenstoff . . 46,2 - 
Phosphortrichlorid . . 76,0 

Übereinstimmung mit früheren Beobachtungen durchaus be- oe 


friedigend ist. Bemerkenswerte Abweichungen finden sich bei 
folgenden Flüssigkeiten: 1. bei Methylalkohol: Der Siedepunkt Fr 
ist von der Mehrzahl der früheren Beobachter um etwa 1° 5 
höher angegeben; der an meinem Präparat beobachtete Siede- 
punkt steht aber in guter Übereinstimmung mit den Beob- 
achtungen von Kopp vom Jahre 1855") und von Schiff); 
das spezifische Gewicht ist etwas kleiner als nach den Mes- 
sungen früherer Autoren; nur mit den Dichten nach Graham) 


ud Dittmar und Fawsitt‘) stimmt es gut überein. 2. bei N, A ee 
Äthylbromid: Die Dichte meines Präparates ist etwas größer BE ia 
als nach den Angaben früherer Beobachter; dem von Weeg- = mr 
mann!) angegebenen Werte kommt mein Wert aber sehr nahe. ERS Be 
3, bei Athyljodid: Der Siedepunkt ist um 0,5—1,0° tiefer als En anes 
der von früheren Beobachtern bestimmte, stieg aber, wenn der 7 


größere Teil der Flüssigkeit verdampft war, nicht urerheblich 
an; der von mir beobachtete Dichtewert ist etwas größer als 
die früher beobachteten. Bei der Abkühlung zeigte das Jod- 
ithyl auch noch nach der Reinigung eine starke Trübung; 
dies läßt darauf schließen, daß das von mir benutzte Äthyl- 


1) H.Kopp, Lieb. Ann. 94. p. 282. 1855. : 


2) R. Schiff, Lieb. Ann. 220. p. 100. 1883. ; SEEN: 
8) Th. Graham, Lieb. Ann. 123. p. 105. 1862. . 
4) W. Dittmar u. Ch. Fawsitt, Trans. Roy. Soc. of Edinb. 33. (Il). 


p- 509. 1888. 
5) R. Weegmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 2. p. 235. 
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jodid noch erhebliche Beimengungen enthielt; infolgedessen 
sind die Werte für Jodäthyl in einen Teil der folgenden 
Tabellen nicht aufgenommen. 

Tab. 2 enthält die Zusammenstellung der von mir be 
stimmten Volumenwerte, bezogen auf das Volumen bei 0° als 
Einheit. 


| 
trichlorid | 


1,0316 1,0225 | 1,0204 | 1,0284 | 1,0283 | 1,0286/ 1,0226 
1,0000 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000) 1,0000 
0,9585 0,9703 | 0,9670 | 0,9712. 0,9618 | 0,9635 | 0,9683 | 0,9674 
0,9327 | 0,9508 | 0,9456 | 0,9520 | 0,9381 | 0,9400 | 0,9480| 0,9461 
0,8970 0,9223 | 0,9140 | 0,9259 | 0,9043 | 0,9077 |0,9174| 0,9163 
— | — |09086| — _ 
0,8643 — _ _ — 10,887) — 
— 0,8860 — |0,8869' — |0,8679| — = 
— — _ _ 


In Tab. 3 sind die Werte der Konstanten. »,, a und 
der Interpolationsformel v7 = v, + a7' +57? angegeben, mit 
denen die Formel eine Berechnung der beobachteten Volumen 
innerhalb der Grenzen der Versuchsfehler unterhalb 0° er 
möglicht. Die Reihenfolge der Flüssigkeiten ist gegen Tab.2 
geändert. Die Flüssigkeiten sind in Tab. 3 nach der. Stärke 
der Assoziation geordnet, indem zunächst die vier normalen 


Tabelle 3. 


Stoff 


Äthylbromid. . . 
Phosphortrichlorid . 
Schwefelkohlenstoff 
Allylalkohol . . . . 
Athylalkohol. . . 
Methylalkohol 


ER 
2 
| § | -3 | = | | Ba 
298,0 0234 
218,0 0000 
248,0 9681 
9192 
163,0 3914 
_ 
oer 
Je 
f 
fe. 
|. 0,7708 552 106 
= 0,7581 | 770 43 
‘ 0,7291 | 874 43 
ae 
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Stoffe Äther, Äthylbromid, Phosphortrichlorid und Schwefel- 
kohlenstoff angeführt sind. Die stark assoziierten Alkohole 
stehen am Ende, zwischen beiden Gruppen das nur schwach 
assoziierte Aceton. 

Während unterhalb 0° die Interpolationsformel mit vor- 
stehenden Konstanten die wahren Volumen recht befriedigend 
wiederzugeben imstande ist, versagt die Formel oberhalb 0°. 
Bei ungeänderter Beibehaltung der Konstanten ergeben sich 
schon bei +20° fast durchweg Abweichungen von 0,0015 bis 
0,0020 zwischen beobachtetem und berechnetem Volumen. Da 
die berechneten Werte stets kleiner als die gemessenen sind, 
würde ein besserer Anschluß der Formel auch bei höheren 
Temperaturen bis in die Nähe des Siedepunktes durch Hinzu- 
fügung eines Gliedes c7® zu erwarten sein. 

Ein Vergleich der von mir bestimmten Änderungen des 
Volumens mit der Temperatur mit früher beobachteten Werten 
lehrte, daß der Anschluß der Beobachtungsreihen aneinander 
ein befriedigender ist.. Bei + 20° überschreiten die Abwei- 
chungen nur bei der kleineren Zahl der untersuchten Flüssig- 
keiten den Wert 0,0005, den mittleren Fehler meiner Be- 
stimmungen. Nur beim Methylalkohol kommen Abweichungen 
yon etwa 0,0020 vor; doch gehen hier die Angaben der ver- 
schiedenen Beobachter weit auseinander, so daß auch-hier die 
von mir beobachteten Werte sich mit einem Teile der früher 
bestimmten innerhalb der Grenzen der Versuchsfehler decken. 
Die von Pierre!) ermittelten Werte weichen bei Phosphor- 
trichlorid für —30° um 0,0010, bei Methylalkohol für —40°, 
Jodäthyl und Schwefelkoblenstoff für —30° um 0,0015 und 
bei Bromäthyl für —30° sogar um 0,0020 von meinen Resul- 
taten ab. Nur bei Äthylalkohol stimmen meine Angaben mit 
denen Pierres überein. Volumenbestimmungen unter 0° her- 
unter finden sich noch bei Methylalkohol; sie rühren her von 
Dittmar und Fawsitt?. An deren Bestimmungen zeigen 
meine Volumenwerte weit ‚besseren Anschluß als an die 
Pierres. 


1) J. Pierre, Ann.‘de chim. et phys. (3) 15. p. 362. 1845; 20. p. 10. 
1847; Lieb. Ann. 56. p- 139. 1845; 64. p. 168. 1848. 


2) W. Dittmar u. Ch. Fawsitt, Trans. Roy. Soc. 33. 
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Im soll die Frage untersucht die 
nach der Formel v7 = v, + a7'+ 57? auf die Temperatur der 
flüssigen Luft extrapolierten Volumen- bzw. Dichtewerte den 
wahren Werten für diese Temperatur gleichgesetzt werden 
dürfen. Tab. 4 enthält die durch Extrapolation ermittelten 
Volumen und Dichten der iniolge der Unterkühlungsmöglich- 
keit für diese Untersuchungen allein in Frage kommenden 
Alkohole, Tab. 5 die experimentell ermittelten Temperatur- 
grenzen des Intervalles des Schwebens der Alkoholtropfen in 
der flüssigen Luft. 


Tabelle 4. 


Stoff Dichte 
T= 93 | T = 88 T= 98 | T = 88 
Athylalkobol . . 0,8334 | 0,8249 0,9677 0,9777 
Metbylalkohol. . 0,8141 | 0,8046 0,9953 1,0071 
Allylalkohol 0,8340 | 0,8253 1,0440 1,0550 
Tabelle 5. 
Stoff Temperatur des Be- | Temperatur des Endes 
ginnens des Schwebens des Schwebens 
Äthylalkohol —191,7° —191,3° 
Methylalkohol . . — 190,7 — 190,3 
Allylalkohol —189,0 — 188,6 
4 
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Uber die beiden Grenzvolumen von Flussigheiten usw. 1025 


Fig. 1 läßt erkennen, daß die nach der Formel vy = », 
4+aT + 572 berechneten Dichteisobaren des Äthylalkohols (1), 
des Methylalkohols (2) und des Allylalkohols (3) die Dichte- 
Temperaturkurve (a5) der flüssigen Luft nach Behn und 
Kiebitz bei Temperaturen schneiden, die innerhalb der durch 
die Punkte auf ad angegebenen Grenzen der Intervalle des 
Schwebens der Alkoholtropfen liegen. Mit großer Wahrschein- 
lichkeit ist also eine Extrapolation der Volumenwerte nach 
der Formel bis hinunter zur Temperatur der flüssigen Luft 
gestattet. 

Nachdem so festgestellt ist, daB eine Erweiterung des 
Gültigkeitsbereiches der zwischen 0° und — 80° aufgestellten 
Ioterpolationsformel 


v=vt+al+bT? 


zu tieferen Temperaturen gestattet ist, da sich bei —190° 
noch keine Anzeichen finden, daB unsere Formel nicht mehr 
gilt, entsteht die Frage, ob man berechtigt ist, das Gültigkeits- 
gebiet der Formel bis zum absoluten Nullpunkt auszudehnen, 
das heißt, ob v, als Wert des Volumens bei 7=0 unter 
Atmosphirendruck aufgefaBt werden darf. Auf diese Frage 
werde ich im 3. Kapitel näher eingehen. 

Die Zusammenstellung der Konstanten der Interpolations- 
formeln für die Isobaren der verschiedenen untersuchten Flüssig- 
keiten in Tab. 3 läßt einen beachtenswerten Zusammenhang 
zwischen den Koeffizienten der Formel und der molekularen 
Beschaffenheit der Flüssigkeiten erkennen. 

Die ersten fünf Stoffe unterscheiden sich in der Größe der 
Koeffizienten, besonders der 4-Werte, sehr deutlich von den 
letzten drei Flüssigkeiten. Die ersten fünf Stoffe sind, nach 
der Temperaturabhängigkeit der Eötvösschen Konstanten zu 
urteilen, als normal oder nur schwach assoziiert zu betrachten, 
während wir es bei den Alkoholen mit recht erheblich assoziierten 
Flüssigkeiten zu tun haben. Die 4-Werte sind ein Maß für 
die Krümmung der Volumenisobaren: 


es zeigt sich also, daß die Isobaren der assoziierten Flüssig- 
keiten viel schwächer gekrümmt sind als die der normalen 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 


ft = ered 
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Stoffe. Diese Erscheinung hat ihren Grund wohl darin, daß 
die in den bisher untersuchten Fällen!) mit einer Volumen. 
= kontraktion verbundene Aufspaltung der Polymolekel mit 
steigender Temperatur weiter fortschreitet. Die dadurch be- 
dingte, infolge der eintretenden Verarmung an Poiymolekel 
mit steigender Temperatur stets kleiner werdende Volumen. 
kontraktion kann leicht zur Folge haben, daß die stark positive 
Krümmung der Isobaren, wie wir sie bei den normalen Flüssig- 
keiten beobachten, geschwächt erscheint. 

Die folgende Tab. 6 enthält die auf die Temperatur des 
Schmelzpunktes extrapolierten Volumen der Flüssigkeit (0,), 
die Volumenwerte der kristallisierten Masse (v,) und die 
Volumenänderungen beim Kristallisieren, einmal bezogen auf 
das Volumen der Flüssigkeit bei 0° als Einheit (v,, — »,,), dann 
bezogen auf 1 g Substanz (v, — v,„)g. In der ersten Spalte 
finden sich die Schmelzpunkte nach Landolt-Börnstein. 
Sofern sich dort keine oder nur unsichere Werte des Schmelz- 
punktes fanden, wurde er durch Aufnahme einer Abkühlungs- 
und Erwärmungskurve bestimmt: Aceton, Phosphortrichlorid 
und Schwefelkohlenstoff. Bei Allylalkohol scheiterte die Be- 
stimmung des Schmelzpunktes und der Volumenänderung beim 
Schmelzen daran, daß bei der Abkühlung bis — 190° keine 
Kristallisation eintrat; bei Äthylalkohol gelang es nicht, 


v,, zu bestimmen, da die Kristallisationsgeschwindigkeit zu 

han Tada 

sh 

Schmelz- 4 | ese | a 
Stoff punkt on | Cer | (ep — Ver) 

Äther . . . . ).—117,6° | 0,8572 | 0,7985 | 0,0587 0,0798 
a Methylalkohol . . | — 94,9 | 0,8984 | 0,8377 0,0607 0,0749 
Aceton . . . . . | — 99,0  0,8850 | 0,8404 | 0,0446 0,0548 
_ Athylbromid . . . | —125,5 0,8660 0,7951 | 0,0709 0,0474 
Athyljodid. . . . | —118,0 | 0,8793 | 0,8253 0,0540 0,0272 
Phosphortrichlorid . | — 95,1 | 0,9022 0,8472 0,0550 0,0341 
Schwefelkohlenstoff. —115,7 | 0,8866 0,8313 0,0558 0,0428 


1) J. J. v. Laar, Zeitschr. f. phys. Chem. 31. p. 12. 1899. 
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Über die beiden Grenzvolumen von Flüssigkeiten usw. 1027 


2. Die Gleichung der Volumenfläche und die Berechnung 
ihrer Konstanten. ih 


G. Tammann!) hat für einige der von Amagat unter- 
suchten Stoffe den Nachweis geführt, daß es möglich ist, unter 
Verzicht auf einen guten Anschluß bei kleinen Drucken, mit 
Hilfe dreier Konstanten die von Amagat bestimmten Volumen 
von 500 Atm. an mit durchaus befriedigendem Anschluß an 
die Beobachtungen zu berechnen, und zwar nach der Gleichung: 


(1) (v— (K+ p)=C-T. vn 


Die der Berechnung zugrunde liegenden Beziehungen leiten 
sich sehr einfach aus dieser Gleichung ab, Die Gleichung der 


Schnittkurven parallel den Koordinatenebenen lauten: ns 
1. Isotherme: = 


A bedeutet das freie Volumen für den Druck p=0: A= 


v, Y%= 
: 
he Lini Adoiini 
3. Isometrische Linien: re 


v 


() P= 
v= const 

Gleichung (a) ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, 

während (b) und (c) geraden Linien entsprechen. Deren Stei- 

gung ergibt sich durch Differentiation der 4 ” 


und (c): 


und dp 
(dr), (ir), = 


Gleichung (c) geht also fir p=0 über in 
(2) K = B,.T,-0 


T,=0 ist die Temperatur, bei der die betreffende isometrische 
Linie v = const. die v, 7-Ebene schneidet. 


1) G. Tammann, Göttinger Nachr. 1911. 
d. Phys. 37. p. 975. 1912. 


B,. 


ot) 


Math.-phys. Kl.; Ann. 
a 


ih 


i 


2 
¥ 


ge 


a7, 
i 7 
Be- 
im 
ine 
ht, 
zu 
* 


A und a, stehen in dem Zusammenhange, daB fir p=0 
die Beziehung gilt: 


also gilt auch aah 

„AK_ 


Die Berechnung der Konstanten der Gleichung (1) aus den 
von Amagat bestimmten Isothermen nach Gleichung (a) führt 
nur zu recht unsicheren Werten von X.und damit auch von 
Up =00 und von C. Es hat dies seinen Grund darin, daß X 
nur in der Verbindung K/K-+p in der Gleichung (a) auftritt, 
Mit viel größerer Sicherheit ist die Berechnung von XK nach 
der aus der Gleichung der isometrischen Linie abgeleiteten 
Beziehung K = B,.T,-ı — 1 möglich. In den Tabellen Ama- 
 gats sind die 4p/47-Werte für verschiedene Volumen bei 
einigen der untersuchten Flüssigkeiten angegeben. Sofern das 
nicht der Fali ist, können sie aus den Isothermen leicht be- 
rechnet werden. Die Berechnung von 7,-ı ist durch die im 
Vorhergehenden mitgeteilten Bestimmungen der Volumeniso- 
baren bei Atmosphärendruck bis zu tiefen Temperaturen er- 
möglich. G. Tammann?) hat nach dieser Methode folgende 


Werte von X berechnet: 
War Stoff K 
Äthyläthee . . . . . . 2792 Atm. 
‚JsdısqyH spi 
Äthylalkohol . . . . . 2911 
au {dt & 
(dy Methylalkohol. . . . . 3050 ,, 
 Sehwefelkohlenstoff . . . 3691 


York 
Nach dem gleichen Verfahren habe ich für die übrigen 
Stoffe, die Amagat untersucht hat, bis auf Propylalkohol und 
Äthylchlorid die Werte des Binnendruckes ermittelt. p be 
deutet in Tab. 7 den aus Amagats Volumenisothermen für 
ein bestimmtes Volumen » bei der betreffenden Temperatur 
durch Interpolation ermittelten Druck in Atmosphären. 


1) @. Tammann, Göttinger Nachr. 1911. Math.-phys. Kl.; Ann. d. 


‘ 
= 
. 
x 
2 
2 
ws 
~~ 
the 
: 
Sachs 
| 
; 
4 


Über die beiden Grenzvolumen von Flüssigkeiten usw. 1029 
unter Zp «mer kieisen 
Allylalkohol. 
v + B, Tp=1 | K 
9,6° 35,45° | 
0,98 413 164 18,6 252,4 8 
0,96 116 1154 14,6 231,4 $378 
0,94 1230 1641 15,9 210,2 3342 
0,92 1776 2229 17,5 188,8 3304 
K = 3364 
Aceton. 
— B, Tp=1 K 
0,00° | 35,05° 
0,98 | 9m 113 14,0 257,4 3604 
096 | 490 1016 15,0 241,3 3620 - 
0,94 826 1388 16,0 224,6 359 
092 | 1241 1841 17,1 207,1 3541 
0,90 | 1789 2391 18,6 138,9 313 
v 2 B, Tp=1 K 
| 10,10° | 42,25° 
0,98 & 351 179 | 188 | 257,0 318 
0,96 622 1085 14,4 240,4 3462 
0,94 | 958 1437 14,9 223,0 3323 
| 1864 1888 | 161 204, ‘7 3296 
p 
£ 10, 60° | 42,55° | | i 
417 848 135 | 258,9 3328 
156 1216 14,4 234,6 3378 
1154 1653 15,6 215,2 3857 
1646 2179 16,7 (1956 8267 
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die Baziebong "gli Phosphortrichlorid. 


p 


v m — - 1 B, | Tp= 1 | K 
10,10° | 42,10° | | | 
= = 7 

0,96 17171 1244 14,8 236,4 3499 

0,94 1191 1691 15,4 217.0 3842 

0,92 1689 2238 17,0 197,6 | 8859 
K = 421 


Es bestätigte sich allgemein das schon von G. Tan- 
mann!) beobachtete Kleinerwerden der Werte des Produktes 
B,.T,=ı, wenn 7,-ı klein wird. Diese Abweichungen könnte 
man durch die Annahme erklären, daß bei tiefen Temperaturen 
die wahre Volumenfläche über der durch Gleichung (1) dar- 
gestellten Fläche liegt (vgl. Kap. 3). Ein Vergleich der experi- 
mentell ermittelten Volumenisobaren für Atmosphärendruck 
und der durch die in Tab. 8 berechneten v,_.- und a. 
Werte festgelegten Isobaren lehrt jedoch, daß in dem in Frage 
kommenden Temperaturgebiet von dieser Abweichung noch 
nicht die Rede sein kann. Die Erklärung der Abweichungen 
ist also wohl darin zu suchen, daß die aus Amagats Tabellen 
gewonnenen (4p/47),-Werte nicht so schnell mit sinkendem 
Volumen ansteigen, als es der umgekehrten Proportionalität 
zu 7,-. entsprechen würde. Die Frage, ob diese Abweichungen 
durch Versuchsfehler bedingt sind, läßt sich nicht mit Sicher- 
heit beantworten. Die Abweichungen der durch Extrapolation 
aus Amagats isometrischen Linien gewonnenen von den experi- 
mentell bestimmten 7,_0-Werten können zwar noch als inner- 
halb der durch die Unsicherheit der Volumenbestimmung mög- 
lichen Fehlergrenzen liegend angesehen werden, doch ist zu 
bemerken, daß besonders bei kleinen Volumen der experimen- 
tell bestimmte 7,-0-Wert stets größer als der durch Extra 
polation gewonnene ist. 

Mit den so gewonnenen ÄX-Werten berechnete ich die 
Werte von v,.. und C nach einem Verfahren, das von dem 


-1)G. Tammann, Göttinger Nachr. 1 


, Math.-pbys. Kl; Ann. 
d. Phys. 37. p. 975. 1912. ER, ie 
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yon G. Tammann angewandten etwas abweicht. 
mann wollte unter Zugrundelegung einer möglichst kleinen 
Anzahl von Werten des Volumens die ganze Volumenfläche 
Infolgedessen benutzte er zur Berechnung der 
Werte von v,-. und a,-o nur die Volumenwerte für „=1000, 
2000 und 3000 Atm. auf einer einzigen Isothermen, der für 0°. 
Ich legte dagegen Wert auf eine möglichst sichere Berechnung 
Dazu hätte ich eigentlich alle Werte von 
Amagat benutzen und aus der Gesamtheit der berechneten 
%)=©-Werte den Mittelwert ableiten müssen. Diese sehr zeit- 
raubende Arbeit glaubte ich verringern zu dürfen, da ich an- 
nahm, daß man einen genügend sicheren Wert von v,_. er- 
hält, wenn man nur für jede Isotherme aus zwei Volumen- 
werten, für »= 1500 und 3000 Atm., nach Gleichung (a) den 
Wert von v,-.. berechnet und aus diesen Werten für die ver- 
schiedenen Isothermen das Mittel bildet. a,.. wurde für jede 
Isotherme nach Gleichung (3) berechnet und dann der Mittel- 


berechnen. 


der %,-.0- Werte. 


wert gebildet. 


Die Abweichungen meiner Werte von den v,...-Werten 
G.Tammanns liegen bei Ather bei 0,0038, bei den Alko- 
holen bei 0,0025—0,0035, bei Schwefelkohlenstoff bei 0,005. 
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Tab. 8 enthält die für die verschiedenen Isothermen auf 


dem beschriebenen Wege berechneten Werte von A, v,-. und 
@,=0, von den letzten beiden außerdem die Mittelwerte. Unter 
den Mittelwerten von v,-. ist noch der Wert der mittleren Er 


Abweichung der für die einzelnen Temperaturen berechneten 


Athyläther. 4 
| 
A | | 4,=0 
0,2955 0,6963 | 0,001082 
0,3069 0,6960 
0,8175 0,6955 | 
0,3317 0,6981 0001098 
0,3454 0,6914 0.001102 
0,3573 0,6907 0,001106 
Mittel: 0,6938 | 0001091 


+ 


Les 
ite 
en 
ar- 
ck 
ge 
ch 
en 
len 
om 
tät 
ren | 
er 
ion | 
ri- 
er 
zu 
ra- 
die 
em 
| 
| | 


F. Körber. 


1032 sib 
Athylalkohol. atilow 
zung. | | Oy 
0,00° 0.2694 0,7352 0,000987 
- 9,60 0,2790 0,7346 | 0,000987 
19,80 0,2861 0,7362 0,000977 
30,65 0,2981 0,7348 | 0,000982 
40,85 0,3041 07865 0,000978 
0,000982 
Fee 
Methylalkohol. 
i 0,00° | 0,2800 0,7228 0,001025 
9,20 0,2912 0,7209 0,001032 
23,85 0,3039 0,7220 0,001024 
39,05 0,3183 0,7222 0,001020 
Mittel: 0,7220 | 0,001025 
+5 
Allylalkohol. 
. 9,60° 0,2646 0,7466 | 0,000986 
35,45 0,2850 0,7488 | 0,000924 
j Mittel: 0,7475 | 0,000980 
0,00° 0,2943 | 0,7018 0,001078 
35,05 0,3323 0,7005 0,001079 
0,001079 
aus Amassts +7 
mente 
Athylbromid. 
10,10 0,3022 | 0,7050 0,001068 
42,25 0,3387 0,7023 .0,001074 
Mittel: 0,7087 | 0,001071 
+14 | 
Äthyljodid. 
10,60 0,2878 0,7271 | 0,001015 
42,55 0,3178 0,7274 | 0,001007 
Mittel: 0,7273 | 0,001011 
2 
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Tabelle 8 (Fortsetzung). 


Die Übereinstimmung v,_..-Werte für die verschiedenen 
Temperaturen ist befriedigend. Die stärksten Abweichungen 
vom Mittel finden sich bei Äther und Schwefelkohlenstoff. 
Hier beobachten wir auch einen deutlichen Gang der Werte 
von %,-. mit der Temperatur, dessen Grund wahrscheinlich 
in Fehlern der X-Werte zu suchen ist. 

Es war zu erwarten, daß die Zustandsgleichung (1) bei 
Einführung der aus allen bekannten Isothermen gewonnenen 
Mittelwerte aus den angeführten Gründen einen bessercn An- 
schlu8 an die beobachteten Volumen geben würde, als ihn 
G.Tammann mit seinen Konstanten erhalten konnte. Diese 
Erwartung hat sich, wie Tab. 9 zu entnehmen ist, bestätigt; 
besonders beim Schwefelkohlenstoff kommen die berechneten 
Volumenwerte den wahren Werten viel näher. Die Tabelle 
enthält die Werte der Konstanten X, v,.. und C für die 
einzelnen Flüssigkeiten und von 500 zu 500 Atm. die Volumen 
nach Amagat (v,,) und die mit 10000 multiplizierten Diffe- 
renzen der berechneten Volumen gegen die beobachteten: 
4v.10%; Av ist der Wert: Volumen nach Amagat minus 
berechnetes Volumen. Unter der Spalte der Av-Werte ist 
noch der mittlere Fehler der berechneten Volumen gegen die 
beobachteten angegeben. Bei dieser Mittelbildung sind die 


Phosphortrichlorid. 
Temp. 
10,10° 0,7322 0,000990 
42,10 | 0,7284 0,001003 
Mittel: 0,7298 0,000997 
Schwefelkohlenstoff. 
0,2804 0,7221 0,001027 
9,15 0,2886 | 0,7221 0,001023 
19,35 0,3005 0,7206 0,001028 
29,95 0,3117 | 0,7200 0,001029 
41,25 0,3250 | 0,7185 0,001034 
49,15 0,3345 0,7173 0,001038 
Mittel: 0,7201 | 0,001088 
+ 15 


= 


= 


A 


Äthyläther: K = 2792. 


F. Körber. 


Tabelle 9. 


p= 


oo = 0,6938. 


C=a, 


bei einem Teile der Flüssigkeiten bei kleinen Drucken be- 
sonders bei hohen Temperaturen auftretenden positiven Ab- 
_ weichungen unberücksichtigt gelassen; diese Werte sind in der 
Tabelle eingeklammert. 


=0 ° K= 3,0461. 


0,00° A = 0,2978 


10,80° A = 0,3096 | 20,20° A = 0,3199 


| em | 40-106 Yam | 40-104 Vam | 40-108 
1 | 1,0000 (+84) | 1,0166 | (+182) | 1,0820 | (+188) 
500 | 0,9465 +1 | 0,9575 + 11 | 0,9674 | (+ 21) 
1000 || 0,9130 — 1 | 0,9219 + 1 | 0,9295 + 2 
1500 || 0,8885 +10 0,8956 + 4 | 0,9020 + 1 
2000 | 0,8684 +11 0,8750 + 8 | 0,8805 + 8 
2500 | 0,8522 +18 0,8580 + 9 | 0,8681 + 5 
3000 | 0,8387 +14 0,8439 +9 0,8485 +5 
| +8 + 7 3 
80,35° A = 0,3810 | 40,45° A = 0,3420 | 49,95% A = 0,8528 
Um | 40°10" | om Av-10 | am | 40-108 

1,0495 | (+247) 1,0680 | (+322) _ _ 
0,9782 (+ 37) | 0,9889 (+ 50) | 0,9995 (+69) 

0,9380 + 5 | 0,9464 + 9 | 0,9545 +18 

0,9089 — 2 | 0,9160 — 8 | 0,931 +1 

0,8870 + 4 | 0,8928 — 2 | 0,8988 - 2 

0,8686 + 2 | 0,8740 — 2 | 0,8790 -1 

0,8539 — 8 | 0,8578 — 8  0,8629 — 1 

+ 1 —- 1 0 

Äthylalkohol: K = 2911. v,_., = 0,1355. C = 2,8586. 


| 


for) 


| 4v-10* 


| 40- 10+ 

| 1,0108 —27 1,0213 
0,9689 — 34 0,9775 
0,9098 —11 0,9477 
0,9187 +1 0,9250 
0,9008 + 0,9062 
0,8854 | + 0,8904 


‘ 
1034 
3 - 
EN. 
= 
— 
0, = 0,287 
17 
1 1 — 36 
FR : 0.9344 ~18 
1000 | 0, 
1500 0,9130 +6 74 
| 

2000 0,8954 +10 
2500 0,8806 | + 9 + 
3000 | 0869 + 4 

\ 
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4 Tabelle 9 (Fortsetzung). 

Äthylalkohol. 
30,65° A = 0,2981 40,35° A = 0,3077 

‘ P | 

4v.10* Pam Av-+10* 

| 
1 | 1,08% -2 1,0446 +14 
500 0,9863 35 | 0,9950 —31 
1000 0,9552 22 09618 
1500 0,9315 -1 082 | —-14 
2000 0,9121 0914 | —-5 
350 | 09 0006 — 4 
3000 \ 0,8816 -1 0,8868 - 
| -11 
Methylalkohol: K = 8050. v,_,, = 0,7220. C = 8,1268. 

| 39,050 


p | A = 0,2800 A = 0,2893 A= 0,3048 A = 0,8199 
|\40°10*| om |Av-10 om |4v-10* 


| | 
| 


1 | 1,0000 | —20 | 1,0101 | —12 | 1,0268 + 5 | 1,0488 | +19 


500 | 0,9604 | —22 | 0,9685 | —20 | 0,9818 | —21 0,9943 | —25 
1000 | 0,9824 | — 5 0,9391 — 7 | 0,9499 | —12 | 0,9610 | —18 


1500 | 0,9105 | + 8 0,9161 + 1 | 0,9857 — 8 | 0,9856 | — 8 
2000 | 0,8923 | +12 | 0,8976 + 8 | 0,9060 + 2 0,9148 | — 4 
2500 0,8769 + 9 0,8816 + 5 | 0,8898 | — 1 | 0,8974 | — 6 
3000 0,8640 | + 9 | 0,8677 — 1 | 0,8752 - 2 | 0,8827 | — 6 

- 4 4 | -5 


oo = 0,7475. = 8,1285. 


Allylalkohol: K = 3364. 0, 


9,60° A = 0,2628 35,45° A = 0,2869 


Vam | 4 Oe 10* Vam | A Oe 10% 


10097 0000-86 | +9 
0,9748 -15 0,9962 “11 
0,9499 0,9674 
0,9296 +8 0,9454 -5 
0,9128 +5 0,9273 on 
0,8984 +1 0,9118 “ag 


- 
r > # 
= 
Lory 
is 
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i u 
1 | 
1000 | 
1500 | % 
2000 
2500 
3000 


Aceton: K = 3574. % 


wend. aide 


Tabelle 9 (Fortsetzung, 
= 0,7012. C = 8,8568. 


0,00° A = 0,2946 35,05° A = 0,3323 
|  4e-10* | 4v-10* 
1,0000 (+42) 1,0503 (+ 168) 
0,9593 -4 0,9967 (+ 40) 
0,9311 -5 0,9609 - 2 
0,9091 + 4 0,9346 - 1 
0,8909 +8 0,9139 - 4 
0,8753 | +8 0,8964 - 8 
- 0,8812 1 
+2 


Athylbromid: K = 3375. v,_. = 0,1087. C = 3,6146. 


 Athyljodid: K = 3333. », 


10,10° A = 0,3032 42,25° A = 0,8376 


Av-10* | 4v.10* 

1,0137 (+68) 1,0617 (+204) 
0,9684 + 6 10017 (+ 40) 
0,9377 + 0,9653 + 12 
0,9142 +6 0,9368 - 6 
0,8949 + 8 0,9154 - 8 
0,8786 +7 0,8969 — 8 
+ 6 — } 


= 0,1273. CO = 3,3697. 


10,60° A = 0,2867 42,55° A = 0,3190 


| 
| Cam dv-10* Cam Av-10* 
1,0120 -10 55) 


0,9747 -19 
0,9473 - 5 —14 


0,9255 +5 
0,9077 +12 
0,8921 +10 


0,8785 


aA or 


| 24 
» | 
A 
3000 
— 
500 | 
i 
1000 
1500 
a 2000 | 
250 | 
3000 
ER 
p 
> 1000 
2000 0,9262 
| 0,9095 - 
— 
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Tabelle 9 (Fortsetzung). 
Phosphortrichlorid: K = 8427. v,_,, =0,7298. C= 38,4167. 


P 
10,10° A = 0,2823 42,10° A = 0,8142 
p 
| Fin Av-10* Pam Av +10* 
| | ins 
1 1,0117 - 4 1,0509 (+89) 

500 0,9752 -10 1,0044 +4 
1000 09487 | +4 0,9725 
1500 0.9271 +9 0,9482 wig 
2000 0,9098 | +12 0,9279 -3 
2500 0,8944 | +14 | 
3000 0,8816 | +13 0,8965 

= 3691. v,_.= 0,7201. C= 38,8017. 

0,00° A=0,2812 | 9,15° A=0,2906 | 19,35° A=0,3011 

Cam | Av. 104 Vam 4v.10* | Cam | Av .10* 
1,0000 -18 1,0104 - 8 1,0225 +18 

500 0,9672 -6 0,9748 -31 0,9840 -13 
1900 || 0,9417 +4 | 0,9485 —2 | 0,9564 Rh 
1500 | 0,9215 +15  0,9273 + 6 | 0,9348 
2000 | 0,9046 +21 0,9101 +15 0,9160 +. 
2500 0,8897 | +19 0,8948 +14 0,9008 
3000 0,8768 +16 0,8818 +3. 0,8864 + 2 
+ 8 + 1 + 1 f 

29,95° A=0,3120 | 41,25° A=0,3288 | 49,15° A=0,3818 

p 

Cam Av. 10+ am | Av .10* Pam Av. 10% 

1. 1,0855 | (+34) | 1,0500 | (+62) | 1,0605 | (+86) 
1000 0,9647 = 0,9738 0,9802 —10 
1500 0,9416 0,9495 — 8 | 0,9551 - 
2000 0,9226 +1 0,9293 0,9343 
2500 0,9061 0 | 0,9122 - 9 0,9167 

0,8919 | 3 0,8977 ‘ 
I | 4 
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Nach den Schätzungen von G. Tammann!) beträgt der 
mittlere Fehler der Bestimmungen Amagats wenigstens 0,0006, 
Der Mittelwert der sämtlichen Abweichungen A» für die 
einzelnen Flüssigkeiten beträgt nach Tab. 9 nur in einem Falle, 
beim Athylalkohol 0,0009; bei den übrigen Stoffen liegt er 
zwischen 0,0002 und 0,0004, also unterhalb des Wertes des 
mittleren Fehlers. 

Damit ist die von G. Tammann bisher nur für vier 
Flüssigkeiten, Äther, Äthylalkohol, Methylalkohol und Schwefel- 
kohlenstoff, nachgewiesene Gültigkeit der Zustandsgleichuag (1) 
für fünf weitere Flüssigkeiten erwiesen worden; bei den schon 
von G. Tammann berechneten Flüssigkeiten, besonders beim 
Schwefelkohlenstoff, hat sich ein noch besserer Anschluß der 
berechneten Werte an die beobachteten bei genauerer Be- 
rechnung der Konstanten ergeben. 

Besonders starke Differenzen Av beobachtet man bei 
kleinen Drucken — unterhalb 1000 Atm. —, die meist mit 
steigender Temperatur größer werden. Diese Abweichungen 
sind bei der Berechnung des mittleren Fehlers nicht berück- 
sichtigt worden. Da in diesen Fällen Av positiv ist, sind also 
hier die wahren Volumen größer als die berechneten. Je höher 
die Temperatur ist, um so höher liegt die Volumenfläche 
Amagats über der durch Gleichung (1) dargestellten Fläche. 
Daß das wahre Verhalten der Flüssigkeitsvolumen bei kleinen 
Drucken der Gleichung (1) nicht gehorcht, geht schon hervor 
aus der Gestalt der Isobaren fiir p=1Atm. Gleichung (1) 
fordert für die Isobaren geradlinigen Verlauf, während die 
Isobaren bei p=1 Atm. durchweg eine beträchtliche positive 
Krümmung zeigen. Der verstärkte Anstieg der Volumenfläche 
im Gebiete kleiner Drucke bei höheren Temperaturen kommt 
auch in der Volumenisobaren für p = 1Atm. zum Ausdruck. 
Eine Interpolationsformel der Form vvr=v,+a7T+5T? ge- 
nügt hier nicht mehr zur Wiedergabe der Isobaren; erst die 
Zufügung eines Gliedes c7* würde wohl wieder einen be- 
friedigenden Anschluß ermöglichen. Diese weit über die Ver- 
suchsfehler reichenden Abweichungen der Volumenfläche von 


1) G. Tammann, Göttinger Nachr. 1911, Math.-phys. KJ.; Ann. 
d. Phys. 37. p 975. 1912. 7 u 
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der durch Gleichung (1) dargeste!lten bei kleinen Drucken 
machen für das Gültigkeitsgebiet der Gleichung (1) besonders 
bei höheren Temperaturen eine Abgrenzung gegen das Gebiet 
kleiner Drucke notwendig. 

Die Hochbiegung der wahren Volumenfläche gegen die 
berechnete tritt stark hervor nur bei den normalen Flüssig- 
keiten: Äther, Aceton, Äthylbromid, Äthyljodid, Phosphortri- 
chlorid und Schwefelkohlenstoff. Bei den assoziierten Alko- 
holen sind bei den entsprechenden Drucken und Temperaturen 
die Differenzen Av viel kleiner, zum Teil sogar negativ; der 
Anstieg zu größeren positiven A»-Werten mit steigender Tem- 
peratur ist zwar ebenfalls deutlich zu erkennen, jedoch viel 
schwächer als bei den normalen Flüssigkeiten. 


3. Die Gestalt der Volumenfläche bei tiefen Temperaturen. 


Gleichung (1) fordert die Gleichheit der Grenzvolumen für 
unendlich hohen Druck und für den absoluten Nullpunkt der 
Temperatur. Es soll nun geprüft werden, ob für die unter- 
suchten Flüssigkeiten nach unseren Kenntnissen über ihre 
Volumen in Abhängigkeit von Druck und Temperatur die 
Gleichung vp.9 = %,-. als erfüllt anzunehmen ist. 

Ich möchte zunächst die Betrachtungen durchführen unter 
Verzicht auf die Nernst-Plancksche Forderung, daß für die 
festen und amorphen Körper 


gi 
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daß also alle Isobaren senkrecht auf die vp-Ebene auftreffen. 
Die von mir bis tiefstens 7 = 130 verfolgten Isobaren lassen 
eine stärkere Abnahme des Ausdehnungskoeffizienten, als sie 
der Formel vy = v, + a7' + 57? entspricht, bei tieferen Tem- 
peraturen nicht erkennen, jedenfalls noch nicht bei den tiefsten 
Temperaturen, bei denen ich gemessen habe. 

LieBe man eine Erweiterung des Gültigkeitsgebietes der 
Interpolationsformel vr = v, + a7'+ 57T? bis zum absoluten 
Nullpunkt zu, so würde v, direkt das Volumen bei 7= 0 und 
p=1 Atm. messen. Entsprechend der aus Tab. 8 zu ent- 
nehmenden mittleren Unsicherheit der v,- „-Werte für die 
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einzelnen Flüssigkeiten von 0,001 bis 0,002 sind in der folgenden 
Tabelle die Volumen nur auf 3 Dezimalstellen angegeben. 


Stoff | p=1 = co | (®7-0, p=1 py =00)*10* 
Athyläther. . . . 0,751 | 0,694 57 ae 
Athylbromid . . . 0,766 | 0,704 62 ; 
Phosphortrichlorid . 0,770 0,730 40 
Schwefelkohlenstoff. 0,770 0,720 50 “ib 
.. 0,747 0,701 46 
Allylalkohol . . - | 0,756 0,748 8 
Äthylalkohol . 0,758 0,730 22 
Methylalkohol . . | 0,729 0,722 7 


Vergleicht man die beiden Grenzvolumen bei p = oo und 
T=0, p= 1 miteinander, so findet man, daß das Volumen 
beim absoluten Nullpunkt unter Atmosphärendruck sich für 
alle untersuchten Stoffe merklich größer ergibt als das Volumen 
bei unendlich hohem Druck. Auffällig ist der auch hier hervor- 
tretende Unterschied der normalen und assoziierten Flüssig- 
keiten. Bei den ersten fünf Stoffen, den normalen, beträgt der 
Wert (vr=4,p=1— %=.) im Durchschnitt 17 Proz. des freien 
Volumens A bei 0°, bei den drei anormalen Alkoholen dagegen 
nur 4,5 Proz. 

Wir wollen uns jetzt ein Bild davon machen, welche 
Änderungen wir an der durch Gleichung (1) gegebenen Volumen- 
fläche auf Grund der Tatsache der Kompressibilität der Flüssig- 
keiten beim absoluten Nullpunkt anbringer. müßten. 

Wir müßten eine Hochbiegung der Volumenfläche für 
tiefe Temperaturen und endliche Drucke in der in Fig. 2 ver- 
anschaulichten Weise annehmen. Das Volumen bei p = 0 und 
T=0 nach Gleichung (1), dargestellt durch den Punkt a, 
ginge dabei über in das größere dem Punkte 5 entsprechende. 
Ob die Volumenisothermen beim absoluten Nullpunkt noch 
dem für höhere Temperaturen gültigen Isothermengesetze (a) 
gehorchen würden, ist eine offene Frage. 

Die Isobaren sind im Gebiete der Gültigkeit von Glei- 
chung (1) gerade Linien. Die Isobare für p = 1 Atm. würde, 
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die Gültigkeit von Gleichung (1) für kleine Drucke voraus- 
gesetzt, durch die Gerade ac dargestellt (Fig. 2. Wegen der 
für Atmosphärendruck festgestellten Krümmung der Isobaren 
kann die Isobare für p = 1 Atm. nicht mit der Geraden ac 
zusammenfallen, sie sei durch dd dargestellt. Eine ent- 
sprechende Abweichung vom geradlinigen Verlaufe würden 
alle Isobaren bei tiefen Temperaturen zeigen, nur würde mit 
niet Drucke die Abweichung erst bei tieferen Tempe- 


ren eins aurch die Kurt 
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angedeutete Abnahme der Breite des Gebietes, in dem wir ‘4 
die Hochtiegung der realen Volumenfläche gegen die Fläche =a 
der Gleichung (1) anzunehmen hätten. et a 
Die in Fig. 2 für höhere Temperaturen bei kleinenDrucken = 
n der Umgebung des Punktes e gezeichnete Hochbiegung der er 
Fläche soll den im vorigen Kapitel in jenem Druck—Tempe- a 
raturgebiet festgestellten Differenzen der nach Gleichung (1) 
berechneten Volumen gegen die von Amagat bestimmten 
Rechnung tragen. Das Gebiet, in dem Gleichung (1) versagt, 
ist auf der Volumenfläche durch die Kurve ge begrenzt. 
Vom Verlauf der isometrischen Linien müßte man sich 
folgendes Bild auf Grund der nach den Extrapolationen anzu- 
nehmenden Hochbiegung Volumenfläche Bei un- 
Annalen der Physik. 1V. Folge. 
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1042 ais 
begrenzter Gültigkeit der Gleichung (1) würden die Verlänge- 
rungen sämtlicher geradlinigen isometrischen Linien eine in 
der pu-Ebene im Abstande p =— K liegende Parallele zur 
v-Achse schneiden. Die Ablenkungen, die diese Linien durch 
die Hochbiegung der Volumenfläche bei tiefen Temperaturen 
erfahren würden, sind am klarsten in der Projektion auf die 
pT-Ebene, wie sie in Fig. 3 gegeben ist, zu erkennen. Die 
geradlinigen Stücke der hier gezeichneten Kurven mit ihren 
gestrichelten Verlängerungen verdeutlichen den Verlauf im 
Falle, daß der Gültigkeitsbereich der Gleichung (1) nach tieferen 
Temperaturen hin keine Begrenzung zeigen würde. Für 7=0 
würde nach der Gleichung der isometrischen Linie (c) B, = 
werden. Auf die Bedenken, die dem Unendlichwerden des 
Differentialquotienten (dp/dT), entgegenstehen, hat schon 


VERGE 
4, owl. 


G. Tammann!) hingewiesen. In Fig. 3 ist nun angedeutet 
worden, wie wir uns die Beeinflussung der Gestalt der iso- 
metrischen Linien infolge der Hochbiegung der Volumenfläche 
bei tiefen Temperaturen vorzustellen hätten. . Innerhalb des 
durch die gestrichelte Kurve abgegrenzten Gebietes der 
pT-Ebene, in dem allein die Deformation einträte, würden 
wir ein Umbiegen -der isometrischen Linien in der Richtung 
nach der pv-Fläche beobachten. Mit abnehmendem Volumen 
würden die Abweichungen gegen den geradlinigen Verlauf 
stärker, und es würde der Fall eintreten, daß die Projektionen 
is 
2 1) G. Tammann, Göttinger Nachr. 1911. Math.-phys. Kl.; 
d. Phys. 3% p. 975. 1912. ashes 
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der isometrischen Linien die p-Achse bei positiven Drucken 
treffen. Ob die p-Achse mit abnehmendem Volumen unter 
weiter wachsendem Winkel von den Projektionen der isometri- 
schen Linien geschnitten würde, oder ob die Winkel wieder 
abnehmen würden, spielt für unsere Betrachtungen keine Rolle. 
Soviel ist zu erkennen, daß für endliche Drucke infolge der 
Hochbiegung der Fläche ein Unendlichwerden des Differential- 
quotienten (dp/d7), nicht eintreten würde. Mehr Interesse hat 
die Erörterung der (dp/dT),-Werte an den Stellen 7,.0, also 
an den Schnittpunkten der Projektionen der isometrischen 
Linien mit der 7-Achse. Hier würde sich mit kleiner werdendem 
Volumen, solange wir uns im Gebiete des normalen Verlaufes 
befinden, ein ständiges Wachsen der (dp/dT),=o- Werte zeigen, 
sobald wir aber in das Gebiet der Abweichungen eintreten, 
würden die (dp/d7),.o-Werte wieder abnehmen. Es ist hier- 
nach einleuchtend, daß die isometrischen Schnitte nicht mehr 
unter dem der Gleichung (2) entsprechenden Winkel auf die 
T-Achse auftreffen würden, sondern unter viel kleineren. Die 
isometrischen Linien würden also die 7-Achse bei tieferen 
Temperaturen treffen, als es beim geradlinigen Verlauf der- 
selben, d. h. bei Gültigkeit von Gleichung (2) der Fall 
wäre. 

Wie verhält sich die Hochbiegung der Volumenfläche bei 
tiefen Temperaturen gegenüber den Folgerungen des Nernst- 
schen Wärmetheorems? Planck!) hat aus diesem gefolgert, 
daß der Ausdehnungskoeffizient des Volumens bei Annäherung 
an den absoluten Nullpunkt sich dem Werte Null nähern 
müßte. Gestützt wird diese Forderung dadurch, daß M. Thiesen?) 
gezeigt hat, daß die Darstellung der Ausdehnung von Metallen 
bis zu tiefen Temperaturen durch eine Exponentialformel mög- 
lich ist, die für den absoluten Nullpunkt zum Werte Null des 
Ausdehnungskoeffizienten führen würde. Sodann hat Linde- 
mann nach Mitteilungen von W.Nernst?) bei seinen Unter- 
suchungen über die Ausdehnung bis zur Temperatur des sieden- 


1) M. Planck, Thermodynamik. 3. Aufl. Leipzig 1911. p. 271. 
2) M. Thiesen, Verhandl. d. Deutsch. Pbysik. Ges. 10. p. 410. 
1908. 


3) W. Nernst, Physik. Zeitschr. 12. p. 976. 1911. 
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den Wasserstoffes eine sehr starke Abnahme des Ausdehnungs- 
koeffizienten gefunden. Außerdem hat er Proportionalität mit 
den Atomwärmen festgestellt, d. h. nach dem Ergebnis der 
Messungen der spezifischen Wärme bei sehr tiefen Tempe- 
raturen ebenfalls eine Abnahme zum Werte Null, wenigstens 
zu sehr kleinen Werten in der Nähe des absoluten Nullpunktes. 
Nehmen wir auch für die oben untersuchten Flüssigkeiten die 
Gültigkeit der Grenzbedingung 


an, so würde das bedeuten, daß bei sehr tiefen Temperaturen 
unsere Interpolationsformel für die Volumenisobare ihre Brauch- 
barkeit verlieren müßte, da das Volumen sehr viel langsamer 
abnähme, als die Formel verlangen würde. Die K®nstante v, 
der Interpolationsformel würde nur einen unteren Grenzwert 
des Volumens beim absoluten Nullpunkt darstellen. Wenn 
also auch die Forderung von Planck zuträfe, so bliebe die 
Folgerung, daß 


VT=0, p=1 > WET 


wäre, doch noch bestehen, denn durch den von Planck ge- 
forderten Verlauf der Volumenisobaren würde das Volumen 
vr=0,p=1 noch größer ausfallen als nach meiner Interpolations- 
formel. Man kommt also unabhängig von den beiden dis- 
kutierten Annahmen über die Größe der Wärmeausdehnung 
bei 7=0 zu dem Resultate, daß beim absoluten Null- 
punkt die Kompressibilität der amorphen Stoffe noch merk- 


lich ist; 
pee Betreffs des Verlaufes der isometrischen Linien würde 


sich, wenn die Wärmeausdehnung bei 7= 0 Null wäre, eine 
bestimmte Richtung ergeben, mit der sie auf die pv-Ebene 
aufträfen. Es gilt allgemein die Beziehung: 


wirdin din a“ 


Br a Er Da nun beim absoluten Nullpunkt für die Kompressibilität 
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ein endlicher, für die Wärmeausdehnung ein verschwindender 
Wert anzunehmen ergäbe sich die Forderung 
Alle isometrischen Linien träfen dann normal auf die vp- 
Ebene auf. 


Zum Schluß möchte ich Hrn. G. Tammann für die An- 
regungen bei Ausführung dieser Arbeit auch an dieser Stelle 
meinen besten Dank aussprechen. 


1 dod on (Eingegangen 6. Februar 1912.) 
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8. Erwiderung auf die Birken 

von R. W. Wood zu meinen Untersuchungen über 
die magneto-optischen Ejfekte bei Chlor und Jod; 
von A. Heurung. 


Hr. R.W.Wood hat in diesen Annalen einen sehr heftigen 
Angriff gegen meine Beobachtungen der magnetooptischen Er- 
scheinungen bei Chlor und Jod gerichtet. Er wirft mir ins- 
besondere vor, daß ich seine eigenen Untersuchungen nicht 
genügend beachtet hätte und daß meine Beobachtungen nichts 
Neues enthielten. 

Hierzu bemerke ich folgendes: Hr. Wood erwähnt in 
seiner Entgegnung, er habe gezeigt, daß Chlor kein Rotations- 
spekirum mit hellen Linien gibt; von mir wurde die Dispersion 
der magnetischen Drehung bei Chlor gemessen und nach einer 
vermutlich vorhandenen Einwirkung der im sichtbaren Spektral- 
gebiet befindlichen Absorptionsbanden auf diese Dispersion ge- 
sucht, eine Untersuchung, die ganz wesentlich verschieden ist 
gegenüber derjenigen von Hrn. Wood. Die Arbeiten des Hrn. 
Wood bei der Verwendung von Jod!) enthalten eine Be- 
schreibung über seine mit Prismenapparat und Konkavgitter 
erhaltenen photographischen Aufnahmen der magnetischen 
Drehung im Absorptionsgebiet bei longitudinaler Anordnung. 
Auf Grund theoretischer Erwägungen und auf Grund seiner 
Beobachtungen bei den D-Linien des Natriumdampfes hält 
Hr. Wood alle im magnetischen Felde auftretenden hellen 
Linien für doppelt und aus linear polarisiertem Licht be- 
stehend. Beobachtet hatte er dies bei Jod nicht. Dem- 
gegenüber stehen meine weitergehenden Untersuchungen unter 
Verwendung eines Stufengitters, was Hr. Wood in seiner Ent- 
gegnung vollständig unerwähnt gelassen hat, trotzdem er l. c. 


1) R. W. Wood, Phil. Mag. 10. p. 408. 1905; 12. p. 329. 1906. 
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p. 334 ausgesprochen hat, die Verwendung eines Stufengitters 
würde wahrscheinlich eine Aufspaltung zeigen. Bei dieser 
Versuchsanordnung traten die einzelnen Absorptionslinien des 
Jods in außerordentlicher Feinheit und Schärfe auf, Beob- 
achtungen, wie sie von Hrn. Wood niemals angestellt wurden. 
Wenn auch von ihm bei den D-Linien des Natriums beob- 
achtet wurde, daß das Licht in der Nähe der Absorptions- 
linien von Punkt zu Punkt eine andere Drehung der Polari- 
sationsebene erfährt, so konnte ich diese Erklärung — die 
bei der Abfassung meiner Arbeit vollständige Berücksichtigung 
gefunden hat und die mir durchaus nicht, wie Hr. Wood ver- 
meint, unbekannt war — bei den Bandenlinien des Jods nach 
meinen Untersuchungen mit dem Stufengitter an einzelnen 
Linien nicht annehmen. Auf Grund dieser Beobachtungen 
ergab sich auch der von Hrn. Wood angegrifiene Satz in 
meiner Arbeit, daß das Licht der hellen Linien im magnetischen 
Felde bei gekreuzten Nicols nicht mehr als erheblich polari- 
siert anzusehen sei.') Ein weiterer Versuch mit zu den Kraft- 
linien senkrechter Fortpflanzungsrichtung des Lichtes, wobei 
ebenfalls eine Aufhellung in demselben Gebiet wie beim 
longitudinalen Effekt photographisch fixiert wurde, scheint 
von Hrn. Wood gleichfalls nicht beachtet worden zu sein. 

Ferner wirft mir Hr. Wood wiederholt vor, daß meine 
Beobachtungen schlecht ausgeführt seien. Dieser Vorwurf 
kann sich jedoch nur gegen die veröffentlichten Repro- 
duktionen richten, denn die Originale der Photographien hat 
Hr. Wood nicht gesehen. Daß die Reproduktionen mangelhaft 
sind, gebe ich zu; auf ihnen sind gerade viele Einzelheiten 
verloren gegangen; es ist aber ungerecht, auf die Mangel- 
haftigkeit der Reproduktionsverfahren Angriffe gegen die Unter- 
suchung selbst zu gründen (zumal Hr. Wood selbst in einer 
seiner Arbeiten anführt, daß durch die Reproduktion feine 
Einzelheiten bei Spektralaufnahmen verloren gingen). Ich muß 
daher die Vorwürfe des Hrn. Wood als durchaus unberechtigt 
zurückweisen. 


1) Ähnliche Beobachtungen, allerdings nur von unvollständiger 
Polarisation, teilt Hr. R. Dufour mit (Physik. Zeitschr. 10. p. 124 bis 
138. 1909). 
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Im vorstehenden habe ich mich kurz darauf beschränkt, 
den Bemerkungen des Hrn. Wood über meine Untersuchungen 
entgegenzutreten; wie von ihm zum Schluß noch bemerkt wird, 
gibt es auf dem Gebiete der magnetischen Einwirkung auf die 
Spektren der Dämpfe noch viele Punkte, die der Aufklärung 
harren; in der Frage aber über die Polarisation der hellen 
Linien des Jodmagnetspektrums kann ich, auch auf diese 
Entgegnung des Hrn. Wood hin, seiner Anschauungsweise 
nicht beipflichten. 
be a) hed val 


(Eingegangen 9. März 1912.) 
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Hochspannungs- 
Akkumulatoren 
nach Prof. Zehnder§ 
(Ann. d. P*ys. 49. p 


549. 1898; 60. p. 47. 
1897). 


Beste Isolation jeder 
einzelnen Zelle von 
Erde. 

Leichte Auswechsel- 
barkeit der Platten. 

Übersichtliche Anord- 
nung, 

Billige Anschaffungs- 
kosten, 

Geringer Raumbedarf. 

Illustrierte Preisliste 


‘zu Diensten. 
Schrank mit 480 Zellen in Ladeschaltung. 


KLINGELFUSS & Co., Basel. 


Emil Gundelach, Gehlberg i. Thür. 1. 


t 1852 


Glasinstrumente 
für wissenschaft 
liche Zwecke. 
Ph 


Vakuumröhren aller Art. 
Röntgenröhren. 


Inn 


Weltausstellung 
St. Louis 1904: 


Grand Prize.’ 
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Arthur Pfeiffer, Wetzlar O 


Werkstätten für Prazisionsmechanik und Optik, gegr. 18990, 
GréBte Spezial-Fabrik fiir Luftpumpen 


zu wissenschaftlichen Zwecken. 


Rotierende Quecksilber-Hochvakuum-Pumpen 


$ystem Pfeiffer, D.R.P. System Gaede, D.R.P., 
angemeldet 


Hochvakuum- 
Apparate 
zur 
Demonstration 
und zu 
wissenschaftlichen 
Untersuchungen, 


Neu- 
konstruktionen 
nach Angabe. 


Hochvakuum-MeB-Apparate aller Konstruktionen. 


Geryk-Öl-Luftpumpen, D.R.P. Rotierende Öl-Luftpumpen, D.R.P, 


Alle Arten von 
Luftpumpen: 


Trockene rotierende 
Luftpumpen, 

Trockene Schieber- 
luftpumpen, 


Quecksilberluftpumpen 
aller Systeme, 


Kompressionsluftpumpen. 


Funkenlänge 


Induktoren 
getrag mit Demon- 


strations- 


Nebenapparate. 


Funkeninduktor 
| Listen auf Verlangen! | 
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Starkstrom-Maschine 


Neue, vornehm ausgeführte Preisliste erschienen 
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Hochemplindlicke Spiegel 
galvanometer mit beweg- 
lichen Magnetsystemen, | 
niedrigem oder hohem Eigen- } 
widerstand und magnetischer 
Schutzpanzerung. 

Hochempfindliche Spiegel- 
galvanometer mit Dreb- 

~ $pulen mit größter Volt- und 
Stromempfindlichkeit, _ auch 

mit Einrichtung für große 
Schwingungsdauer und Be- 
nutzung des aperiodischen 
Grenzzustandes für _ balli- 
stische Messungen. Neben- 
schlüsse dazu für offene und 
gesehlossene Stromkreise. 

Apparate für die Bestimmung 

| mit dreifachem Panzer und Einrichtung nach unddesEnorgieverlustes an 


Hagen zur erschütterungsfreien Aufhängung 


E (Intiussche Methods). Wechselstromapparaten. 


Instrumerte und Maschinen | 
zur Erzeugung von Hochfrequenzstrémen für MeBzwecke. | 


Normale: fürgSelbstinduktion und gegenseitige Induktion. | 
Amperemeter, Voltmeter und Wattmeter für jede Stromart, 
Stromstärke und Spannung. 
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Dr. Erich F. Huth G. m.b.H. 
Erdmannshof, Berlin SO. 26. 


Klapptransformator. 
Sämtl. Apparate für drahtl. Telegraphie 
und Telephonie :: Komplette Stationen. 
Preislisten auf Wunsch kostenlos, 


CH 


SCHMIDT AHRENS 


Interforenzspektroskop Lammor-Gohreke, geliefert aa Physikalisch-techn. Reichsanstalt. 


Nene optische Spezialinstrumente 


empfehlen 


Franz Schmidt & Haenseh, Berlin 8. 42, 


Prinzessinnenstraße 16. 
Preislisten kostenlos, 
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toren 


mit veränderlicher Kopplung und höchstem Nutzeffekt 
sehen absolut reine oszillatorische Entladungen. 


Für jede Periodenzahl und Kapazität. | 


Hans Boas 
= Berlin O. 27. 
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Itto Wolff, für elektrische, 


Berlin W., Carlsbad 15. 


* Spezialität seit 1890 
Präzisions- Widerstände a. Manganin 
RE 3 nach der Method 


der Physikalisch-Technischen 


(vi Zeitschrift für Instrumentenkunde, 
Juli , Januar 1890, Nov.-Dezember 1895.) 


Normalwiderstände von 100000—0.00001 Ohm 
für genaue Widerstandsvergleichungen und 
für Strommessungen b, 10000 Amp. Rheostaten, 

Wheatstonesche Brücken, Thomsonsche Doppel- 
brücken für alle Mefsbereiciic mit Stöpsel- od. 
Kurbelschaltung, in jeder gewünschten Aus- 
führung. — Kompensationsapparate für genaue 


zugleich Wheatstonesche Brücke. — Normalelemente, 
beglaubigt von der Physik.-Techn. Reichs- 
anstait. — Sämtliche Widerst“ade anf Wunsch 
als Präzi ände beglaubigt — Ver- 
kaufslager von Manganin-Dr.ht und -Blech 
von der Isabellenhütte in Dillenburg. 


Illustrierte Preisliste, 


Präzisions- Reisszeuge 
Präzisions- Sekundenpendel - Uhren 

Nickelstahl-Kompensations-P 


Grand Prix: Paris 1900, St. Louis 1904, 
Liittich 1905, Briissel 1910, Turin 1911. 
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Die echten Rieflerinstrumente sind 
mit dem Namen Riefler gestempelt. 


Ehrhardt & Metzger Nachf. x. !riearicns.) 


a= Darmstadt, == 
Fabrik und Lager chemischer, elektrochemischer und physikalischer 
Apparate und Geriitschaften. 
Komplette Einrichtungen chemischer und physikalischer 
- Laboratorien. Mikroskopische Utensilien. Sterilisierungsapparate 
Brutschranke. Resistenzglas. Weber’sches Glas. Jenaer und 
Böhmische Glaswaren. 


Spezialapparate für Elektrochemie und Physik. 
Mechanische Werkstätten. Tischlerei. 
Chemikalien erster Firmen zu Originalpreisen. 

Vielfache Auszeichnungen. — Export nach allen Wzittele;, 
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Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Über die Gesetze der Wiirmestrahiung, 


Nobel-Vortrag, 
— am 11. 1911 in 


Geheimrat Prof. Dr. W. Wien 
in Würzburg. 


Broschiert M. 1.—. 


Der Nobelpreis fir Physik ist 1911 auf Geheimrat Prof. W. Wien in 
Würzburg, den Redakteur der „Annalen der Physik‘', gefallen, Sein in 
Stockholm mass Vortr ot wie der fir jeden Physiker und Naturwissen- 

haftler von Int nicht verfehlen, Aufmerksamkeit zu erregen. 


= 
R. Burger & Co., Berlin N. 4. 


Chausseestrasse 8. 


Telephon: Amt III 171. x _ Goldene Medaille 
1904 St. Louis 
Telegramm-Adr.: 
Vakuumglas Berlin. Mailand 


Spezialfabrik 


fiir physikalische Glasapparate und Instrumente. 


Doppelwandige™ Glasgefa fse nach Dewar, 


Preisliste gratis und franko. 


Verlag von Johann Ambrosius, Barth in Leipzig. 


Thermodynamik der Atmosphäre. 
Von 


Dr. Alfred Wegener, 
I 
I 
I 


Privatdozent der Meteorologie an’der Universität Marburg. 
31 Sei: en mit 143 Abbildungen im Text und auf 17 Tafeln. 1911. 
M. 11.—, geb. M. 12.—. 


Der Verfasser ‚hat die Absicht, eine vollständige Physik der Atmosphäre zu 
geben. Aus äußeren Gründen kann er zunächst _aur die Thermodynamik der Atmo- 
sphäre als ersten Teil erscheinen lassen. 

Das Gesamtgebiet der atmosphärischen Physik lafst ‘sich. in dieselben Ra 3 
schnitte einteilen, welche auch sonst in der Physik Ver nden 
Thermodynamik, Mechanik, Strahlungslehre, Elektrizität, Optik (Akustik). 2 Eine 
einheitliche Bearbeitung aller dieser Gebiete ist bei der T hermodynamik am,meisten 
zum Bediirfnis geworden, denn die Aerologie bedarf heute mehr als andere Zweige 
der Meteorologie einer Durchdringuug mit theoretischen, physikalischen Ideen, 
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D-.H.Geissler Nachf. 


Fabrik chem. u 
physik. Apparate 


Spezialitäten: Elekt. Röhren 


Manometer nach Mc. Leod und BREUER 

: Rowlands Gitter 
Quecksilberpumpen 
Gasanalysen-Apparate 

Apparaten. Prof. v. Hofmann 
Normal-Thermometer 
Thermometer nach Beckmann 

Thermometer-Sätze nach Gräbe- Anschütz 

Prazi: ions - Mefigeriate und Aräometer u » u 

Vacuumthermosäule nach Pflüger 
Spectrometer 


Hathetometer':. 
Fein geschliffene Hähne 
Kataloge auf Verlangen. 


Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Physikalische Demonstrationen 


von 


Dr. Adolf F. Weinhold, 
Reg.-Rat, Professor in Chemnitz. 
Fünfte, vermehrte und verbesserte Auflage. 
Erste Abteilung. ; 
"Mit vision Textfiguren und lithographischen Tafeln. 
gr.8°. Vu. 3528, Mit 262 Fig. im Text u. auf 5 Tafeln. 1911. 
Broschiert M. 11.—. 


Zweite Abteilung. 


851 Seiten mit 220 Abbildungen. 1911. 
Broschiert M. 11.—. 


Auch diese neue Auflage ist vom Verfasser gründlich revidiert 
worden. Um die Abnehmer nicht zu lange warten -zu lassen, wird die 
neue Auflage in drei ungefähr gleichstarken Abteilungen ausgegeben, 
Gebundene "Exemplare können erst von dem vollständigen Buche ge- 
liefert -werden. 
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HARTMANN & BRAUN 
ac. FRANKFURT 


Messgeräte für die drahtlose Telegraphie 
Ungeshundete Hitzdraht-Amperemeter 


(rgl. Abbildung) 


Hitzdraht-Wattzeiger 


—— 


Frequenzmesser 
für hohe 
Schwingungszahlen 


Sonder-Preisliste, nähere 
Auskünfte und Angebote 
zu Diensten 


466066666666 


SOCIETE GENEVOISE 


pour la Construction 2 
D’INSTRUMENTS DE PHYSIQUE ET DE MEOANIQU 
Genf. 5 Chemin Gourgas. 


Kreis- und Längentheilmaschinen, Comparatoren, 
Kathetometer, Mikrometrische Schrauben, Normalmaasse, 


INormaimeter 


in verschiedenen Längen, aus Nickelstahl (Invar), Nickel, Bronze, 
in der H-Form, 5 Meter lang in Invar. 


Höckste Garantie der sauberen Ausführung der 
exaktesten Arbeiten. 
Astronomische, optische, elektrische Instrumente. 
Vollständige Ausstattung für Universitäten. 
Funkentelegraphische Apparate (hohe Frequenz 
nach Tesla, Oudin etc. 
Kataloge zur Verfügung. 
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Ateliers E. DUCRETET (F. DUCRETET & E. ROGER) Suce™, 
PARIS — 75 rue Claude-Bernard 75 — PARIS 
GRANDS PRIX 1904 106 — Milan 106, More 
CABINETS DE PHYSIQUE COMPLETS (Catalogues illustrés) 


TELEGRAPHIE SANS FIL: Les ; procédés de T.S.F. DUCRETET avec dis- 
positifs d’ t utilisés pour les grandes distances aussi bien 
en France qu’ä Teen (Tarifs spéciaux & la demande.) 


TELEPHONES HAUT-PARLEURS (Brevets Ducretet) 
MICROPHONE PUISSANT GAILLARD-DUCRETET 
TELEMICROPHONOGRAPHE DUCRETET 


Transformateur électrolytique de Faria, redresseur des courants alternatifs. 


INGEN = 


Die Sartorius - Werke 


Analysen-, Präzisions 


für alle chemischen 
40 jähr. wissenschaftliche 
sowie eine ganze Reihe 
:: Spezial-Konstruktionen 
findlichkeit und schnellste 
hoher Stabilität der Fabri- 


Neueste Spezial- 
„SCHNELLWAAGE“, 


Unsere Fabrikate sind 
allen einschlägigen 


in Göttingen liefern: 


wagen und Gewichte 
u. technischen Zwecke. 


u. praktische Erfahrungen, 
patentamtlich geschützter 
garantieren höchste Emp- 
Schwingungsdauer bei 

kate. Prospekt P.7 gratis. 


Konstruktion: = 
unerreicht in ihrer Art. 


zu Originalpreisen in 
Geschäften erhältlich, 


Die Wandlungen der Mechanik: 
und der mechanischen Naturerklärung. 


Von 


Pierre Duhem, 
Mitglied des Institut de France und Professor der theoretischen Physik 
an der Universität Bordeaux. 
Autorisierte Übersetzung von Dr. Philipp Frank, Privatdoz. an der 
Universität Wien. Unter Mitwirkung von Dr. phil. Emma Stiasny. 


VIII, 345 Seiten. 1911. M. 6.40, geb. M. 7.50. 
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Max Kohl A.G. Chemnitz 


== Volleingezahites Kapital M. 1600000 2= 


Physikalische Apparate 
Funken-Induktoren 


Projektions - Apparate : 
Ausführung 


52086. Präzessionsapparat 61398. Drehspul- 
mach Fessel :: :: :: M. 40.— nach Ayrton-Mather 


6340. Interferenz- nach Classen 
zur Demonstration der Erscheinungen vor einem großen Hörerkreis. 
Die Interferenz wird durch Reflexion an 2 Glasplatten erzeugt. 
Preis ohiie Platten M. 50.—. Platten M. 2 
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Max Kohl A.G. Chemnitz 


=< Volleingezahites Kapital M. 1600000 SS 


Hörsaal- und 
Laboratoriums-Einrichtungen 


Viele der größten Schulen und Institute des In- 
und Auslandes wurden von un rn N 


Quecksilber-Hochvakuumpumpe mit rotierender Ölluftpumpe 
als Vorpumpe und Elektromotor auf Tisch. 


Rotierende Quecksilber-Hochvakuum- 

Pumpen :: Olluftpumpen :: Experimentier- 

Schalttafeln :: Elektrische Normal-, MeB- 
und Regulierwiderstände 


Preislisten und Sonderangebote bereitwilligst. 
Bei Anfragen bitten wir das Gewünschte genau zu bezeichnen. 


- ; 
— 
N 
: 
Pe 
; 
; 
. 
‘ 
a 
2 
> 
ty 
4 
2 
| 
ig - 
“44 
take 
+ 
WA 
LA 


E.Leybold'sNachfolger, Cölna.rı. 


Weltausstellung Turin 1911: 2 Grands Prix 


Hygiene-Ausstellung Dresden 1911: 
Ehrenurkunde 


Neue Konstruktionen 


in 
Projektions- 
Apparaten 


horizontaler und 
vertikaler Bauart 


JO 


Hochvakuum- 
pumpen 
nach Gaede, 

bisher 


über 5000 Exemplare 


geliefert 
— 
Bolometer 
Meßbrücken 
Linienwähler 


Lichtdruck-Apparat 
‘mach Prof. Amerio 


Neu! 


Coppelpendel 
nach Righi, 


zur Darstellung, der 
Superposition zweier 


Pendelschwingungen 


Hochisolierte 
Wippen und 
Stromwender 


Demonstrations- 
Kommutator 
nach Magri _ 
Hydrostatischer 
Universal- 
Apparat 


Weltausstellung Briissel ‚1910: 


Optische Bank mit Innenbeleuchtung nach Seddig 


Alleinige Inseratenannahme durch: Max Gelsdort, Eberswalde. 


“Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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